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材料 力学 是 高 等 工科 院 校 开设 的 专业 基础 课程 ,理论 性 与 应 用 性 都 较 强 ,既是 经 典 学 
科 , 又 是 一 门 不 断 发 展 和 改革 的 学 科 。 随 着 高 等 教育 教学 内 容 和 课程 体系 改革 的 深入 ,为 了 
使 学 生 在 有 限 的 学 时 里 理解 和 掌握 材料 力学 的 基本 原理 和 基本 方法 ,我 们 编写 了 此 书 , 希 望 
既 在 内 容 上 反映 新 的 时 代 特 征 ,又 为 工科 专业 学 生 进一步 的 学 习 打 好 基础 。 

本 书 在 保证 传统 教学 体系 相对 稳定 的 前 提 下 ,力求 做 到 : 理论 分 析 严 密 , 逻 辑 性 强 ,在 
概念 的 引出 、 理 论 的 叙述 及 结论 的 应 用 中 特别 注意 与 工程 实际 的 结合 与 联系 ; 在 例题 的 分 
析 及 解 题 过 程 中 突出 解 题 思路 方法、 步骤 与 技巧 ,注意 理论 在 题目 中 的 应 用 并 对 重要 的 概 
念 进行 深入 的 研究 和 讨论 。 

本 书 共 12 章 ,包括 : 绪论 , 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 ,扭转 ,弯曲 内 力 ,弯曲 应 力 ,弯曲 变形 ,应 
力 状态 和 强度 理论 ,组 合 变 形 , 能 量 法 , 压 杆 稳定 , 动 载荷 , 交 变 应 力 以 及 附录 。 为 了 帮助 学 
生 深刻 理解 概念 ,各 章 都 有 思考 题 ,其 中 汇集 了 编者 在 长 期 教学 中 所 遇 到 的 学 生 容易 误解 的 
问题 ; 并 精 选 了 习题 , 题 量 适中 ,类 型 较 全 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 各 专业 的 材料 力学 课程 教材 ,也 可 供 有 关 工 程 技术 人 员 参 考 。 
鉴于 目前 各 专业 材料 力学 学 时 的 不 同 , 可 根据 教学 时 数 、 后 续 专 业 课程 的 教学 需要 作 适 当 的 
R. 

本 书 第 1.2 3 9109885235; 第 3.9.10 章 由 武 瑛 编写 ; 第 7.8.11 章 由 杨丽萍 编写 ; 
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参加 本 书 编写 工作 的 人 员 均 是 工作 在 材料 力学 教学 第 一 线 的 教师 ,他 们 具有 丰富 的 教 
学 经 验 , 长 期 致力 于 教学 改革 。2005 年 “材料 力学 课程 被 评 为 “山西 省 精品 课程 ”。 本 书 是 
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A.4 икен инни" ЕҮӘӘ 2 кукан ы аты 


1.1 材料 力学 的 基本 任务 


工程 中 的 结构 物 通常 都 会 受到 各 种 外 力 的 作用 ,如 吊车 粱 承受 的 吊车 和 起 吊 物 的 重力 ， 
车 床 主轴 受到 的 切削 力 以 及 物体 的 自重 等 。 结 构 物 或 机 械 都 是 由 各 式 各 样 的 杆 件 和 零件 组 
合 而 成 ,这 些 零件 通常 称 为 构件 。 构 件 一 般 由 固体 材料 制 成 ,在 外 力作 用 下 ,固体 将 发 生 形 
状 和 尺寸 的 改变 , 称 为 变形 。 要 想 使 结构 物 或 机 械 在 载荷 作用 下 安全 可 靠 地 正常 工作 ,必须 
保证 组 成 它们 的 每 一 个 构件 都 能 够 正常 地 工作 , 且 具 有 足够 的 承受 载荷 的 能 力 。 构 件 承受 
载荷 的 能 力 由 以 下 三 个 方面 来 衡量 。 

(1) 构件 应 具有 足够 的 强度 

强度 是 指 构件 在 载荷 作用 下 抵抗 破坏 的 能 力 。 在 一 定 载荷 作用 下 构件 不 应 破坏 (断裂 
或 失效 ) ,应 能 够 安全 地 承受 载荷 。 例 如 压力 容器 不 应 开裂 或 爆破 。 这 就 要 求 构件 必须 具有 
足够 的 强度 。 

(2) 构件 应 具有 足够 的 刚度 

刚度 是 指 构件 在 载荷 作用 下 抵抗 变形 的 能 力 。 在 一 定 的 载荷 作用 下 ,构件 只 满足 强度 
要 求 是 不 够 的 ,如 果 变 形 过 大 ,也 会 影响 正常 工作 。 例 如 机 床 主轴 变形 过 大 时 ,会 影响 加 工 
精度 。 这 就 要 求 构件 具有 足够 的 刚度 。 

(3) 构件 应 具有 足够 的 稳定 性 

稳定 性 是 指 构件 保持 其 原 有 平衡 状态 的 能 力 。 对 于 细 长 受 压 构件 , 当 压 力 较 小 时 ,构件 
能 保持 原 有 的 直线 平衡 状态 。 若 压力 增 大 至 某 一 数值 时 ,构件 会 突然 变 弯 ,使 结构 不 能 正常 
工作 ,这 种 现象 称 为 丧失 稳定 。 例 如 ,千斤顶 的 螺杆 应 始终 维持 原 有 的 直线 平衡 形态 。 对 于 
这 类 细 长 压力 构件 ,必须 具有 始终 保持 原 有 平衡 状态 的 能 力 , 即 要 求 构件 具有 足够 的 稳 
实际 工程 中 的 构件 一 般 都 应 具有 足够 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ,但 对 具体 构件 又 往往 有 所 
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构件 的 强度 ,刚度 和 稳定 性 都 与 所 用 的 材料 有 关 。 因 此 材料 力学 还 要 研究 材料 在 载荷 
作用 下 表现 出 的 力学 人 性能。 材料 的 力学 性 能 需要 通过 实验 来 测定 。 此 外 ,许多 理论 分 析 的 
结果 是 在 某 些 假设 的 前 提 下 经 过 简化 而 得 到 的 ,其 是 否 可 靠 有 待 实验 的 验证 。 工 程 中 还 有 
些 单 靠 理 论 分 析 解 决 不 了 的 问题 ,也 需 借助 于 实验 来 解决 。 所 以 实验 研究 和 理论 分 析 均 为 
材料 力学 解决 问题 的 手段 。 

在 设计 构件 时 , 除 应 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 外 ,还 必须 尽 可 能 地 合理 选用 材料 和 
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节省 材料 ,以 降低 成 本 。 因 此 为 构件 选择 适当 的 材料 、 合 理 的 截面 形状 和 尺寸 ,以 保证 构件 
既 安 全 可 靠 又 经 济 合理 ,为 工程 设计 提供 必要 的 理论 基础 和 计算 方法 ,这 是 材料 力学 的 基本 
任务 。 


1.2 变形 固体 及 其 基本 假设 


固体 在 外 力作 用 下 都 将 发 生变 形 , 故 称 其 为 变形 固体 。 变 形 固体 的 性 质 是 多 方面 的 ,而 
且 很 复杂 ,从 不 同 的 角度 研究 问题 ,侧重 面 也 不 一 样 。 研 究 构件 的 强度 ,刚度 和 稳定 性 ,通常 
忽略 一 些 次 要 因素 ,作出 某 些 假设 ,将 变形 固体 抽象 为 一 种 理想 的 力学 模型 。 材 料 力 学 对 变 
形 固体 采用 如 下 的 基本 假设 。 


1. 连续 性 假设 


设 整 个 物体 体积 内 毫 无 空隙 地 充满 物质 , 即 认为 结构 是 密实 的 。 根 据 这 一 假设 ,构件 内 
的 一 些 力学 量 既 可 用 坐标 的 连续 函数 表示 ,也 可 采用 无 限 小 的 数学 分 析 方 法 。 在 正常 的 工 
作 条 件 下 ,变形 后 的 固体 仍 应 保持 其 连续 性 ,也 就 是 说 ,构件 内 变形 前 相 邻 的 质点 在 变形 后 
也 保持 相 邻 , 既 不 产生 新 的 空 阶 或 孔洞 ,也 不 出 现 重 琶 现象。 


2. 均匀 性 假设 


设 物 体内 的 任何 部 分 ,其 力学 性 质 相同 。 根 据 这 一 假设 ,从 构件 内 部 任何 部 位 切取 的 微 
小 体积 单元 都 具有 与 构件 完全 相同 的 性 质 。 同 理 , 通 过 试 样 所 测 得 的 材料 性 质 ,也 可 用 于 构 
件 内 的 任何 部 位 。 

实际 情况 是 材料 组 成 部 分 的 力学 性 质 往往 存在 不 同 程度 的 差异 ,例如 金属 是 由 无 数 微 
小 晶 粒 组 成 ,各 个 晶 粒 的 力学 性 质 不 完全 相同 ,但 构件 的 任 一 部 分 中 包含 了 数量 极 大 的 唱 
粒 ,而 且 无 规则 地 排列 ,固体 的 力学 性 质 是 各 晶 粒 的 力学 性 质 的 统计 平均 值 。 所 以 可 认为 各 
部 分 的 力学 性 质 是 均匀 的 。 


3. 各 向 同性 假设 


认为 在 材料 内 沿 各 个 不 同方 向 具有 相同 的 力学 性 质 。 具 有 这 种 属性 的 材料 称 为 各 向 同 
性 材料 。 就 金属 的 单一 蝇 粒 来 说 ,在 不 同方 向 上 ,其 力学 性 质 并 不 一 样 。 但 金属 物体 包含 着 
数量 极 多 的 唱 粒 ,而 且 各 晶 粒 又 是 杂乱 无 章 地 排列 的 ,这 样 其 在 各 个 方向 上 的 性 质 就 接近 相 
同 了 。 

沿 不 同方 向 力学 性 质 不 同 的 材料 , 称 为 各 向 异性 材料 ,如 木材 、 胶 合板 和 纤维 织品 等 。 
材料 在 外 力作 用 下 将 产生 变形 ,对 于 大 多 数 材料 , 当 外 力 不 超过 一 定 限度 时 ,去 除外 力 后 , 物 
体 将 恢复 原 有 的 形状 和 尺寸 ,这 种 性 质 称 为 弹性 。 随 着 外 力 印 除 而 消失 的 变形 称 为 弹性 变 
形 。 当 外 力 过 大 时 ,去 掉 外 力 后 ,变形 只 能 部 分 消失 而 残留 下 一 部 分 永久 变形 ,材料 的 这 种 

去 掉 外 力 后 能 完全 恢复 原状 的 物体 称 为 理想 弹性 体 。 

本 书 讨论 的 问题 将 限于 材料 的 弹性 阶段 , 即 把 物体 视 为 理想 弹性 体 。 

工程 中 大 多 数 构件 在 载荷 作用 下 ,其 几何 尺寸 的 改变 量 与 构件 本 身 的 尺寸 相 比 ,通常 是 
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很 微小 的 ,这 类 变形 称 为 小 变形 。 我 们 研究 的 内 容 将 限于 小 变形 范围 。 由 于 变形 很 微小 ,在 
研究 构件 的 平衡 .运动 等 问题 时 ,就 可 以 采用 构件 变形 前 的 原始 尺寸 进行 计算 ,使 问题 大 为 
简化 。 

综 上 所 述 ,在 材料 力学 中 ,是 把 研究 对 象 视 为 连续 均匀、 各 向 同性 的 变形 体 , 而 所 研究 
的 范围 主要 限于 材料 处 于 弹性 阶段 , 且 构件 的 变形 是 很 微小 的 。 


1.3 内 力 、 截 面 法 和 应 力 的 概念 


构件 不 受 外 力 时 ,内 部 各 部 分 之 间 存 在 着 相互 作用 的 力 ,使 构件 维持 一 定 的 形状 。 当 构 
件 受到 外 力作 用 而 变形 时 ,其 内 部 各 部 分 之 间 的 相互 作用 力 将 发 生 改 变 。 这 种 因 外 力作 用 
而 引起 的 构件 内 各 部 分 之 间 相 互 作用 力 的 改变 量 称 为 附加 内 力 , 简 称 内 力 。 构 件 的 内 力 随 
外 力 的 增加 而 增 大 , 当 内 力 达 到 某 一 限度 时 ,构件 就 会 破坏 ,因而 它 与 构件 的 强度 是 密切 相 
关 的 。 

内 力 是 构件 内 部 各 分 子 之 间 的 相互 作用 力 。 如 图 1-1(a) 所 示 构 件 在 外 力作 用 下 处 于 平 
MRE ,欲求 m 一 m 截面 的 内 力 ,需要 将 其 显示 出 来 。 可 假想 将 构件 沿 mw 一 m 截面 截 开 , 分 
为 工 . 开 两 部 分 ,如 图 1-1(b)、(c) 所 示 。 任 取 其 中 一 部 分 ,例如 工 为 研究 对 象 ,根据 连续 性 假 
设 , 此 时 工 部 分 作用 于 工 部 分 的 内 力 沿 m 一 m 截面 连续 分 布 。 通 常 是 将 截面 上 的 分 布 内 力 
用 位 于 该 截面 形 心 处 的 合力 来 代替 ,尽管 内 力 的 合力 是 未 知 的 ,但 总 可 以 用 6 个 内 力 分 量 来 
表示 。 因 构件 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 ,所 以 截 开 后 的 保留 部 分 也 应 该 是 平衡 的 ,这 样 根 
据 平衡 方程 , 即 可 求 得 6 个 内 力 的 分 量 。 事实 上 ,截面 上 的 内 力 并 不 是 都 同时 存在 上 述 6 个 
分 量 , 可 能 只 存在 其 中 一 个 或 几 个 。 


(b) (с) 
Ш 1-1 


上 述 用 截面 假想 地 把 构件 分 成 两 部 分 ,以 显示 并 确定 内 力 的 方法 称 为 截面 法 。 

用 截面 法 求 内 力 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

(1) 在 欲求 内 力 的 截面 处 ,用 一 假设 的 平面 将 构件 截 为 两 部 分 。 这 一 步骤 简称 为 
“RF”. 

(2) 留 下 一 部 分 , 弃 掉 一 部 分 (任意 弃 留 ) ,并 将 弃 掉 的 部 分 对 留 下 部 分 的 作用 以 内 力 代 
蔡 之 。 此 步骤 简称 为 “代替 ”。 

(3) 考虑 留 下 部 分 的 平衡 ,由 平衡 方程 来 确定 内 力 值 。 该 步骤 简称 为 平衡 ”。 

在 确定 了 构件 截面 上 的 内 力 后 ,还 不 能 判断 这 个 构件 的 强度 是 否 足 够 。 因 此 还 要 知道 
内 力 在 截面 上 的 分 布 规律 以 及 在 各 点 处 强 弱 或 密集 的 程度 , 即 内 力 的 集 度 , 称 为 应 力 。 如 
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图 1-2(a) 所 示 ,要 研究 受 力 构件 内 某 截 面 т—т ЕР 点 处 的 应 力 ,围绕 A 点 取 一 微小 面积 
AA, 设 作用 在 该 面积 上 的 内 力 为 AF, 则 AF 与 AA 的 比值 称 为 AA 内 的 平均 应 力 ,并 用 р. 
表示 , 即 


_ АЕ 
Pe = АА 


一 般 情况 下 ,内 力 沿 截面 并 非 均 匀 分 布 ,平均 应 力 ры 之 值 及 其 方向 将 随 所 取 面 积 AA 
的 变化 而 改变 。 为 了 精确 地 描述 内 力 的 分 布 情况 ,应 使 AA 趋 近 于 零 , 由 此 得 到 平均 应 力 
pn 的 极限 值 , 称 为 截面 mw 一 mw F k 点 处 的 应 力 ,反映 内 力 系 在 点 的 强 弱 程 度 ,用 pp Ж 
示 。 即 


(1-1) 


p= Jim рь = Пе (1-2) 


Б/ 71 р 是 一 个 矢量 ,通常 将 р 沿 截面 的 法 向 与 切 向 分 解 为 两 个 分 量 ,如 图 1-2(b) 所 示 ， 
沿 截面 法 向 的 应 力 分 量 称 为 正 应 力 ,用 o 表示 ; 沿 截面 切 向 的 应 力 分 量 称 为 切 应 力 ,用 
表示 。 


图 1-2 


在 国际 单位 制 中 ,应 力 的 单位 是 牛顿 / 米 : , 称 为 帕斯卡 ,简称 为 帕 (Pa) 。 由 于 这 个 单位 
太 小 ,工程 中 常用 的 应 力 单位 为 兆 帕 (MPa) 或 吉 帕 (GPa) ,其 换算 关系 为 : 1MPa= 10°Ра, 
1GPa=10°Pa. 


1.4 变形 与 应 变 


构件 在 外 力作 用 下 将 发 生变 形 。 构 件 的 变形 包括 几何 形状 和 尺寸 的 改变 两 部 分 。 为 了 
研究 构件 的 变形 ,设想 将 其 分 割 成 无 数 个 单元 体 , 整 个 构件 的 变形 可 看 成 是 这 些 单元 体 变形 
累积 的 结果 。 如 图 1-3(a) 所 示 是 从 构件 中 取出 的 一 个 单元 体 , 其 变形 可 用 棱 边 长 度 的 改变 
和 楼 边 所 夹 直角 的 改变 来 描述 。 设 棱 边 AB 的 原 长 为 Az, 变 形 后 长 度 的 改变 量 为 Au, 如 
图 1-3(b) 所 示 , 则 比值 en = МАВ 的 平均 线 应 变 ( 又 称 正 应 变 )。 一 般 情况 下 ,AB 内 
各 点 处 的 变形 程度 并 不 相同 ,为 了 精确 描述 A 点 沿 АВ 方向 的 变形 程度 ,应 使 Ar И 
零 , 此 时 ,A 点 沿 AB 方向 的 线 应 变 即 为 

є, = іт — = (1-3) 

用 类 似 的 方法 .还 可 确定 A 点 沿 其 他 方向 的 线 应 变 。 

单元 变形 时 , 除 棱 边 的 长 度 改变 外 , 棱 边 所 夹 直 角 也 将 发 生 改 变 , 如 图 1-3(c) 所 示 。 直 


{b) (с) 


图 15 


角 的 改变 量 y RHA 点 在 zy 平面 内 的 切 应 变 (或 称 角 应 变 ) 。 线 应 变 s 和 切 应 变 у 均 为 无 
量 纲 的 量 。 
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工程 中 构件 的 种 类 很 多 ,如 杆 . 板 、 壳 、 块 体 等 。 材 料 力学 所 研究 的 主要 是 其 中 的 杆 件 。 
所 谓 杆 件 , 是 指 其 长 度 相对 于 其 他 两 个 横向 尺寸 大 得 多 的 构件 。 一 般 来 说 ,建筑 工程 中 的 
梁 , 柱 以 及 机 器 上 的 轴 等 均 属于 杆 件 。 

就 杆 件 的 外 形 来 分 ,可 分 为 直 杆 、 曲 杆 和 折 杆 。 杆 件 的 轴线 为 直线 时 为 直 杆 , 轴 线 为 有 曲 
线 与 折线 时 分 别 为 曲 杆 与 折 杆 。 就 横 截 面 (垂直 于 轴线 的 截面 ) 来 分 . 杆 件 又 可 分 为 等 截面 
(各 截面 均 相同 ) 杆 和 变 截 面 ( 横 截面 是 变化 的 ) 杆 。 本 书 将 着 重 讨论 等 截面 的 直 杆 (简称 为 
等 直 杆 ) 。 

在 不 同形 式 的 外 力作 用 下 , 杆 件 产生 的 变形 形式 也 不 相同 ,但 构件 变形 的 基本 形式 总 不 
外 乎 以 下 几 种 形式 。 

(1) 轴 向 拉 伸 或 压缩 (图 1-4(a)、(b))。 杆 件 的 变形 是 由 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 与 
杆 件 轴线 重合 的 一 对 力 引起 的 ,表现 为 杆 件 的 长 度 发 生 伸 长 或 缩短 。 

(2) 剪 切 ( 图 1-4(c))。 杆 件 的 变形 是 由 一 对 大 小 相等 ,方向 相反 且 作 用 线 相距 很 近 的 
横向 力 引起 的 ,表现 为 受 剪 杆 件 的 两 部 分 沿 外 力作 用 方向 发 生 相 对 错 动 。 

(3) 扭转 (图 1-4(d))。 杆 件 的 变形 是 由 大 小 相等 、 转 向 相反 、 作 用 面 都 垂直 于 杆 轴线 的 
两 个 力 偶 引 起 的 ,表现 为 杆 件 的 任意 两 个 横 截 面 发 生 绕 轴线 的 相对 转动 。 


F 


图 1-4 
(а) 拉 伸 ;(b) Ж, (с) 剪 切 ; (4) 扭转 ; Ce) 弯曲 
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(4) 弯曲 (图 1-4(e))。 杆 件 的 变形 是 由 垂直 于 杆 件 轴线 的 横向 力 ,或 由 作用 于 包含 杆 
轴线 的 纵向 平面 内 的 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 的 力 偶 引起 的 ,表现 为 杆 件 轴线 由 直线 变 为 
曲线 。 

工程 实际 中 的 杆 件 可 能 同时 承受 不 同形 式 的 外 力 , 变 形 情况 可 能 比较 复杂 。 有 些 杆 件 
同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 ,这 种 情况 称 为 组 合 变形 。 在 以 后 各 章 中 ,将 分 别 讨论 
杆 件 在 上 述 四 种 基本 变形 下 的 强度 ,刚度 问题 ,然后 讨论 组 合 变形 的 强度 ,刚度 问题 以 及 压 
杆 的 稳定 性 问题 。 


拉 伸 .压缩 与 剪 切 


2.1 轴 向 拉 伸 与 压缩 的 概念 和 实例 


承受 轴 向 拉 伸 或 压缩 的 构件 在 工程 中 的 应 用 非常 广泛 。 例 如 ,用 于 连接 的 螺栓 (图 2-1)、 
ЯНА ВР Е: ИУ Ж ОЕ 2-2) . 吊 运 重 物 时 的 起 重 钢 索 (图 2-3) 都 承受 轴 向 拉 伸 ; 千斤 项 的 螺 
杆 在 项 起 重 物 时 (图 2-4) 房屋 建 筑 中 的 柱 则 承受 轴 向 压缩 。 此 外 , 钢 木 组 合 术 架 结构 中 的 
杆 件 , 则 不 是 受 拉 就 是 受 压 (图 2-5), 


综 上 各 例 可 以 看 出 ,工程 实际 中 的 这 些 构件 除 连接 部 分 外 ,多 为 等 截面 直 杆 ,它们 的 共 
同 特点 是 : 作用 在 杆 件 上 的 外 力 合力 的 作用 线 与 杆 件 轴线 相 重合 , 杆 件 变形 是 沿 轴线 方向 
的 伸 长 或 缩短 。 这 类 构件 称 为 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 。 若 不 考虑 实际 拉 ( 压 ) 杆 的 具体 形状 与 受 力 情 
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况 , 则 可 将 其 简化 为 图 2-6 所 示 的 受 力 简 图 。 变 形 后 的 形状 在 图 中 用 虚线 表示 。 


Д 
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2-5 图 26 


2.2 直 杆 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 横 截 面 上 的 内 力 和 应 力 


为 了 解决 构件 的 强度 和 刚度 等 问题 ,需要 首先 研究 横 截 面 上 的 内 力 。 
设 有 一 拉杆 ,为 求 某 一 横 截 面 m 一 m 上 的 内 力 , 可 沿 该 截面 假想 地 把 杆 件 分 为 两 部 分 ， 
(图 2-7(a))。 任 取 左 段 或 右 段 为 研究 对 象 (图 2-7(b)) ,由 平衡 条 件 可 知 , 该 截面 上 分 布 内 
力 系 的 合力 Ех 的 作用 线 必然 与 杆 件 的 轴线 重合 ,所 以 Fa 称 为 轴 力 。 也 就 是 说 , 杆 件 在 拉 
伸 或 压缩 变形 时 横 截面 上 只 存在 轴 力 Ех 一 个 内 力 分 量 , 且 有 
М = F 


在 材料 力学 中 , 力 的 符号 是 根据 构件 的 变形 情况 来 规定 的 。 当 轴 力 背离 截面 , 即 杆 件 受 
拉 伸 时 ,其 轴 力 为 正 ; 反之 , 当 轴 力 指向 截面 , 即 杆 件 受 压缩 时 ,其 轴 力 为 负 。 

如 果 杆 件 上 作用 有 两 个 以 上 的 轴 向 外 力 , 则 在 杆 件 各 部 分 的 横 截面 上 轴 力 不 尽 相同 , 即 
只 有 两 个 轴 向 外 力作 用 点 之 间 的 横 截 面 上 的 轴 力 一 定 是 相同 的 。 这 时 可 用 轴 力 图 来 表示 轴 
力 沿 杆 件 轴线 方向 变化 的 情况 。 习 惯 上 将 正 的 轴 力 画 在 坐标 轴 的 上 侧 , 负 的 画 在 下 侧 。 下 
面 举例 说 明 轴 力图 的 绘制 方法 。 

【 例 2-1] 如 图 2-8(a) 所 示 等 直 杆 ,在 B.C. D 等 处 作用 有 集中 载荷 F, F 和 F, H 
中 五 二 12kN,F, 二 6kN,F; 二 2kN。 试 画 出 杆 件 的 轴 力 图 。 

解 : (1) 求 约束 反 力 

以 杆 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-8(b) 所 示 , 列 平衡 方程 

УЕ, =0, Е-Е, Е, – Еа = 0 


解 得 


%2% Bip Ei hn 


(a) 


Fpa Е ГА Е 


(2) 计算 轴 力 
TE АВ 段 内 , 沿 1—1 截面 假想 将 杆 分 为 两 段 , 取 左 段 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-8(c) 所 
示 , 由 平衡 方程 
УЕ. =0, Fm—Fm=0 
可 得 Ем = Fra =АКМ( ЕЛ) 
同 理 , 可 求 得 ВС В, СР 段 任 一 截面 上 的 轴 力 为 
Ем = 二 一 8ЕМОЖ JI) 
Ез 二 一 2kN( 压 力 ) 
(3) 画 轴 力图 
建立 图 2-8(D) 所 示 的 坐标 系 , 横 坐标 表示 横 截 面 的 位 置 , 纵 坐 标 表 示 相 应 截面 上 的 轴 
力 , 便 可 绘制 出 轴 力 沿 杆 件 轴线 方向 变化 的 关系 曲线 , 即 轴 力 图 。 
在 确定 了 拉 ( 压 ) 杆 的 轴 力 以 后 ,还 无 法 判断 杆 件 在 外 力作 用 下 是 否 会 因 强 度 不 够 而 破 
坏 ,必须 进一步 研究 横 截 面 上 的 应 力 。 
在 拉 ( 压 ) 杆 的 横 截面 上 ,与 轴 力 Ех 对 应 的 是 正 应 力 о 。 根 据 均 匀 连 续 性 假设 ,内 力 在 
横 截 面 上 是 连续 分 布 的 。 若 以 A 表示 横 截 面 面 积 , 则 内 力 元 素 odA 便 构 成 了 一 个 垂直 于 横 
截面 的 平行 力 系 , 其 合力 就 是 轴 力 Fx 。 于 是 得 


Ем = | сад (a) 
A 


实验 研究 : 为 了 确定 о 的 分 布 规律 ,可 通过 研究 杆 件 的 变形 人手 。 变 形 前 ,在 其 侧面 上 
作 一 系列 平行 于 轴线 的 纵向 线 和 垂直 于 轴线 的 横向 线 , 如 图 2-9(a) 所 示 。 然 后 在 杆 两 端 加 


710 材料 力学 


一 对 轴 向 拉力 ,使 其 产生 拉 伸 变形 ,如 图 2-9(b) 所 示 。 这 时 可 观察 到 如 下 现象 : 


4 ба В 
i E a 
ыны ағаға асыны В’ 
图 2-9 


各 横向 线 仍 为 直线 ,上 且 垂直 于 杆 的 轴线 ,只 是 分 别 沿 轴线 平行 移动 了 一 段 距 离 ; 

各 纵向 线 的 伸 长 均 相等 ,原来 的 矩形 网 格 仍 为 矩形 。 

平面 假设 : 根据 以 上 现象 ,可 以 假设 变形 前 原 为 平面 的 横 截 面 , 变 形 后 仍 保持 为 平面 且 
垂直 于 轴线 。 

车 设想 杆 由 无 数 纵向 纤维 所 组 成 ,由 平面 假设 可 知 ,任意 两 横 截面 间 各 条 纤维 的 伸 长 相 
同 。 因 材料 是 均匀 的 ,所 以 各 纵向 纤维 的 力学 性 能 相同 。 由 此 可 知 各 纵向 纤维 所 受 的 力 是 
一 样 的 , 即 横 截面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 , 换 句 话说 ,o 是 常量 。 于 是 有 


Ем = [аал = вА (b) 
в = m (2-1) 


关于 正 应 力 v 的 符号 ,一 般 规定 : 拉 应 力 为 正 , 压 应 力 为 负 。 

式 (2-1) 是 根据 正 应 力 在 杆 件 横 截 面 上 均匀 分 布 这 一 结论 而 导出 的 ,已 为 实验 所 证 实 ， 
适用 于 横 截 面 为 任意 形状 的 等 截面 直 杆 。 实 践 证 明 ,除外 力作 用 点 附近 外 , 式 (2-1) 均 适 
用 。 这 正如 圣 维 南 原理 指出 的 :“ 力 作用 于 杆 端 方式 的 不 同 ,只 会 使 与 杆 端 距 离 不 大 于 杆 的 
横向 尺寸 的 范围 内 受到 影响 .” 因 此 ,在 拉 ( 压 ) 杆 的 应 力 计算 中 , 除 杆 端 外 , 式 (2-1) 均 适用 。 

【 例 2-2】 如 图 2-10(a) 所 示 为 一 悬臂 吊车 简 图 , 斜 杆 AB 为 直径 d —20mm 的 钢 杆 ， 

# W =15КМ, 4404 W ҰША 点 时 , 求 斜 杆 АВ 横 截 面 上 的 应 力 。 

М. (1) 求 约束 反 力 

分 别 以 AB 和 AC 为 研究 对 象 ,其 受 力图 如 图 2-10(b) 和 (c) 所 示 。 由 平衡 方程 了 ) Me = 
0 得 


Fmax * sina + АС — W + AC = 0 
F. = № 
sina 
由 AABC 求 出 
sina = BE = 0.8/ VOB T L. = 0.388 
AB 
于 是 得 


Fmax = 38. ТЕМ 


第 2 章 Hp ERSA 


11 


(2) 计算 轴 力 
用 截面 法 可 求 得 斜 杆 的 轴 力 为 
Fy = Fo 一 38.7kN 
(3) 应 力 计 算 
由 式 (2-1), 可 求 得 杆 AB 横 截面 上 的 应 力 为 


Ех 38.7 X 10 
А (x/4) X (20 X 1073)? 
= 123 x 10° (Ра) = 123( MPa) 


23 直 杆 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 斜 截面 上 的 应 力 


前 面 研 究 了 轴 向 拉 伸 (压缩 时 直 杆 横 截面 上 的 应 力 , 但 没有 讨论 其 他 方位 截面 上 的 应 
力 情况 。 不 同 材料 的 实验 表明 , 拉 ( 压 ) 杆 的 破坏 并 不 总 是 沿 横 截面 发 生 , 为 了 更 全 面 地 对 杆 
件 进行 强度 计算 ,下 面 进一步 讨论 斜 截面 上 的 应 力 。 

如 图 2-11 所 示 拉 杆 , 利 用 截面 法 ,假想 地 用 任意 斜 截面 kk 将 杆 件 分 为 两 段 , 取 左 段 


为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-11(b) 所 示 ,考虑 左 端的 
а) Е 
平衡 , 则 有 «| A + 


с 


Е, = Е 
ы k 
(МЕНІКІ ЕЛЕ БУ ЛЕ. а ТТИ E. ыу - N 
的 应 力 p. 也 是 均匀 分 布 的 ,因此 有 > К 
Е. _Е К 


式 中 A, 为 斜 截 面 的 面积 。 它 与 横 截 面 面 积 A 之 间 rë 
具有 下 列 关系 ач 
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A, = A/cosa (b) 
将 式 (b) 代 入 式 (a) ,得 
F 


р. = —-соза = acosa (c) 


A 
将 p. 分 解 为 垂直 于 斜 截面 的 正 应 力 c。 和 相 切 于 斜 截面 的 切 应 力 r。, 如 图 2-11 (c) Pr 
示 , 可 得 
в. = р.соза 一 acosza (2-2) 


т. = р,5іпа = осоѕа * sina = -уэїп2а (2-3) 


2002-2) 12002-3) 81: 
(1) 正 应 力 0、 切 应 力 z, 均 是 截面 方位 角 的 函数 。 
(2) 若 已 知 横 截 面 上 的 正 应 力 c, 便 可 求 得 任意 斜 截面 上 的 正 应 力 о, 和 切 应 力 r。。 
(3) a 二 0 时 , 正 应 力 o, 达到 最 大 ,其 值 为 cx 一 c, 即 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 ; Ж 


а=45°, Му] т, 达到 最 大 ,其 值 为 rtm 一 也 , 即 最 大 切 应 力 发 生 在 与 杆 轴线 成 45° 角 的 和 斜 截 
ШІ. 


2.4 材料 拉 伸 ( 压 缩 ) 时 的 力学 性 能 


材料 在 外 力作 用 下 所 呈现 的 有 关 强 度 和 变形 方面 的 特性 , 称 为 材料 的 力学 性 能 。 材 料 
的 力学 性 能 一 般 通 过 试验 来 测定 。 测 定 材料 力学 性 能 的 试验 种 类 较 多 ,这 里 主要 介绍 在 室 
温 下 以 缓慢 平稳 的 加 载 方式 所 进行 的 试验 , 即 常温 静 载 试验 ,以 及 通过 试验 所 得 到 的 一 些 力 


2.4.1 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 


拉 伸 试验 是 测定 材料 力学 性 能 最 常用 .最 基本 的 试验 之 一 。 国 家 标准 (金属 拉 伸 试验 
方法 》,GB 228 一 87) 规 定 , 试 件 应 做 成 标准 试 件 。 如 图 2-12 Жок ,在 试 件 中 间 等 直 部 分 取 
长 为 /的 一 段 作 为 试验 段 ,! 称 为 标 距 。 对 圆 Т 
ҮННЕН ЕКЕН / 与 直径 d 有 两 种 比例 ， Е х Р 
Ш1-104 和 /7 一 5d。 


1 
1. 低 碳 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 


低 碳 钢 是 指 含 碳 量 在 0. 3% 以 下 的 碳 素 
钢 , 是 工程 中 广泛 使 用 的 材料 , 它 在 拉 伸 试验 中 表现 出 来 的 力学 性 能 比较 全 面 和 典型 。 

通过 拉 伸 试验 可 以 看 到 , 随 着 拉力 下 的 缓慢 增加 „ФН 1 的 伸 长 量 Az 有 规律 的 变化 ,由 
此 可 绘制 出 表示 Е ЖП AL 关系 的 曲线 , 即 ЕЛУ 曲线 (图 2-13). FA 图 与 试 件 尺 寸 有 关 ,为 
了 消除 试 件 尺 二 的 影响 ,将 FA 图 中 的 纵 坐 标 即 载荷 下 除 以 试 件 横 截 面 的 原始 面积 A , 横 
坐标 即 伸 长 量 Az 除 以 标 距 的 原始 长 度 1, 便 得 到 应 力 о 与 应 变 e 的 关系 曲线 , 称 为 应 力 -应 
变 图 或 c-e 曲线 (图 2-14) 。 

根据 试验 结果 , 低 碳 钢 的 c-s 曲线 可 以 分 为 下 列 几 个 阶段 。 


图 2-12 
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АТ ы. 
1) 弹性 阶段 
如 图 2-14 所 示 ,在 Oa 阶段 内 ,c 与 es 成 线性 关系 , 即 
с = ЕЕ (2-4) 


上 式 称 为 拉 伸 或 压缩 胡 克 定律 UP E 为 与 材料 有 关 的 比例 常数 , 称 为 弹性 模 量 。 直 线 部 
分 的 最 高 点 a 所 对 应 的 应 力 值 o,. 称 为 比例 极限 。 

超过 a 点 后 ,曲线 ab Вен УК МАТЕ ab 段 内 务 载 后 变形 能 完全 恢复 ,表明 材料 是 弹 
性 的 。2 点 所 对 应 的 应 力 ce 称 为 弹性 极限 。 应 力 超过 д. , 便 开 始 出 现 塑性 变形 , 即 a, 是 材 
料 产生 弹性 变形 的 最 大 应 力 。 

2) 屈服 阶段 

当 应 力 超 过 65 点 达到 某 一 值 时 ,应 力 不 增 加 或 在 一 微小 范围 内 波动 ,变形 却 继续 增 大 ， 
材料 暂时 失去 抵抗 变形 的 能 力 , 这 便 是 届 服 现象 。 在 届 服 阶段 内 的 最 高 点 和 最 低 点 分 别称 
为 上 屈服 点 和 下 屈服 点 。 在 正常 的 试验 条 件 下 ,下 屈服 点 比较 稳定 ,因此 工程 上 以 下 屈服 点 
所 对 应 的 应 力作 为 材料 的 屈服 极限 o, 。 

在 届 服 阶段 , 若 试 件 经 过 抛光 ,这 时 可 看 到 与 试 件 轴线 成 45" 角 的 条 纹 , 这 是 因为 材料 
沿 试 件 的 最 大 切 应 力作 用 面 发 生 滑 移 而 出 现 的 , 称 为 滑 移 线 。 

材料 届 服 表现 为 显著 的 塑性 变形 ,工程 实践 中 构件 产生 较 大 的 塑性 变形 后 便 不 能 正常 
工作 ,所 以 通常 是 衡量 这 类 构件 是 否 破 坏 的 强度 指标 。 

3) 强化 阶段 

屈服 阶段 结束 后 ,材料 又 恢复 了 抵抗 变形 的 能 力 , 要 使 它 继续 变形 ,必须 增加 拉力 ,这 种 
现象 称 之 为 强化 。 强 化 阶段 的 最 高 点 e 所 对 应 的 应 力 ce 是 材料 能 承受 的 最 大 应 力 , 称 为 强 
度 极 限 或 抗 拉 强度 。 它 是 衡量 材料 强度 的 另 一 重要 指标 。 


4) 局 部 变形 阶段 
当 应 力 超过 o, 后 ,在 试 件 某 一 局 部 范围 内 横向 b ) 


尺寸 突然 急剧 减 小 ,形成 缩 颈 现象 (图 2-15) ,由 于 缩 
颈 处 横 截面 面积 迅速 减 小 , 试 件 伸 长 所 需 拉 力也 相 m 235 
应 减少 。 最 后 试 件 在 缩 颈 部 分 被 拉 断 。 

为 了 更 全 面 衡量 低 碳 钢材 料 的 力学 性 能 ,除了 掌握 ve 曲线 各 阶段 的 强度 指标 以 外 ,还 
应 了 解 塑性 指标 ( 伸 长 率 和 断面 收缩 率 ) ,以 及 在 强化 阶段 的 卸载 定律 和 冷 作 硬化 现象 对 材 
料 性 能 的 影响 。 


Р ыйл 


(1) 伸 长 率 和 断面 收缩 率 
试 件 拉 断后 ,由 于 保留 了 塑性 变形 PRIER KE h = IA ВЕ Al 与 标 
距 1 之 比 的 百分数 称 为 材料 的 伸 长 率 ,用 6 表示 , 即 


6 二 他 x100% (2-5) 


伸 长 率 能 够 衡量 材料 塑性 变形 的 程度 ,是 材料 重要 的 塑性 指标 。 工 程 中 按 伸 长 率 ó 的 大 小 
把 材料 分 为 两 大 类 ,6 二 5% 的 材料 称 为 塑性 材料 ,如 钢 、 硬 铝 、 青 铜 、 黄 铜 等 ,A3 钢 的 65 
20% —30% ; 6 二 5% 的 材料 称 为 脆性 材料 ,如 适 铁 、 混 凝 土 和 石料 等 。 
BR 9 之 外 ,还 可 用 断面 收缩 率 少 作为 材料 的 塑性 指标 : 
А-А, 
А 


ф- x 100% (2-6) 


式 中 Al 为 断裂 后 断口 处 的 最 小 横 截 面 面 积 ,A 为 试 样 横 截 面 的 原始 面积 。A3 钢 56070. 

(2) 印 载 定律 和 冷 作 硬化 

当 应 力 超过 屈服 极限 以 后 , 若 在 强化 阶段 某 点 d 开始 印 载 (图 2-14) , 印 载 曲线 dd 为 一 
条 几乎 平行 于 直线 Oa 的 斜 直 线 。 这 说 明 在 印 载 过 程 中 ,应 力 和 应 变 按 直 线 规 律 变化 ,这 就 
是 种 载 定 律 。 外 力 完 全 印 除 后 ,图 2-14 中 的 d'g 表示 消失 了 的 弹性 变形 ,而 Ой 表示 消失 
不 掉 的 塑性 变形 。 

印 载 后 , 若 在 短期 内 继续 加 载 , 则 应 力 和 应 变 大 致 上 沿 印 载 时 的 斜 直线 d'd 变化 ,然后 
H d 点 按 原 来 的 c-e 曲线 变化 至 了 点。 可见, 在 再 次 加 载 时 ,材料 的 比例 极限 得 到 提高 ,而 断 
裂 时 的 塑性 变形 却 由 O 太 减少 至 d 广 , 伸 长 率 也 相应 地 减少 ,这 种 现象 称 为 冷 作 硬化 。 工 程 中 
常 利 用 冷 作 硬化 来 提高 构件 在 弹性 范围 内 所 能 承受 的 最 大 载荷 , 冷 作 硬 化 经 退火 后 可 消除 。 


2. 铸铁 拉 伸 时 的 力学 性 能 
灰 口 铸铁 拉 伸 时 的 o-e 曲线 如 图 2-16 所 示 , 它 具有 如 下 特点 。 


0 0.10.20.30.40.5 
El% 
(a) (b) 


图 2-16 


ce 图 中 没有 明显 的 直线 阶段 ,但 在 实际 使 用 的 应 力 范围 内 ,o-e 曲线 的 曲率 很 小 ,工程 
中 常 以 割 线 代替 曲线 的 开始 部 分 (图 2-16) ,并 以 割 线 斜 率 作为 弹性 模 量 , 称 为 割 线 弹性 
KE. 

拉 伸 过 程 中 既 无 届 服 阶段 ,也 无 缩 颈 现象 . 拉 断 时 测 得 的 强度 极限 о, 远 低 于 低 碳 钢 的 
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强度 极限 。 
试 件 在 拉 伸 过 程 中 ,变形 很 小 ,断裂 时 的 应 变 只 不 过 为 原 长 的 0.4% ~0.5% ,断口 垂直 
于 试 件 的 轴线 (图 2-16). 


3. 其 他 材料 拉 伸 时 的 力学 性 能 


图 2-17 为 几 种 塑性 材料 的 o- 曲线 。 

由 图 可 见 , 有 些 材料 ,如 16Mn 钢 , 和 低 碳 钢 一 样 ,有 明显 的 弹性 阶段 .屈服 阶段 .强化 阶 
段 和 局 部 变形 阶段 ; 有 些 材料 ,如 黄 铜 H62, 没 有 屈服 阶段 ,但 其 他 三 个 阶段 却 很 明显 ; 还 
有 些 材料 ,如 T10A, 没 有 屈服 阶段 和 局 部 变形 阶段 ,只 有 弹性 阶段 和 强化 阶段 。 对 这 些 没 
有 明显 屈服 阶段 的 塑性 材料 ,可 以 将 产生 0.2% 塑 性 应 变 时 的 应 力作 为 届 服 指标 ( 称 为 名 义 
屈服 极限 ) ,并 用 o6., 来 表示 (图 2-18)。 


1500 


0 10 20 30 40 50 
slh 


图 2-17 图 2-18 


各 类 碳 素 钢 , 随 含 碳 量 的 增加 ,屈服 极限 和 强度 极限 相应 提高 ,但 伸 长 率 却 降低 。 例 如 
合金 钢 、 工 具 钢 等 高 强度 钢材 , 届 服 极限 较 高 ,但 塑性 性 能 却 较 差 。 


2.4.2 材料 压缩 时 的 力学 性 能 


材料 的 压缩 试验 也 是 测定 材料 力学 性 能 的 基本 试验 之 一 。 金 属 材 料 的 压缩 试 件 为 圆柱 
JÉ ,为 避免 试 件 被 压 弯 ,圆柱 不 能 太 高 ,通常 取 高 度 为 直径 的 1. 5 一 3. 0 fi; 混凝土 .石料 等 
的 试 样 为 立方 块 。 

低 碳 钢 压缩 时 的 о-= 曲线 如 图 2-19 所 示 。 在 届 服 阶段 以 前 ,压缩 曲线 与 拉 伸 曲线 基本 
重合 ,因此 低 碳 钢 压缩 时 的 弹性 模 量 EE、 届 服 极限 о, 等 均 与 拉 伸 试验 结果 基本 相同 。 进 入 
强化 阶段 后 ,压缩 曲线 一 直上 升 , 这 是 由 于 试 件 越 压 越 
扁 ,截面 面积 越 来 越 大 , 试 件 抗 压 能 力也 继续 提高 , 试 件 
产生 很 大 的 塑性 变形 而 不 断裂 ,因此 ,无 法 测 出 低 碳 钢 的 
压缩 强度 极限 ,但 由 于 可 以 从 拉 伸 试验 测定 出 低 碳 钢 压 
缩 时 的 主要 性 能 ,所 以 实际 上 不 一 定 要 进行 压缩 试验 。 

与 塑性 材料 不 同 ,脆性 材料 压缩 时 的 力学 性 能 与 拉 
伸 时 有 较 大 差异 。 图 2-20 为 铸铁 压缩 时 的 oe 曲线 。 由 
图 可 见 , 试 件 在 较 小 的 变形 下 突然 破坏 。 破 坏 断 面 的 法 图 219 
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线 与 轴线 大 致 成 45"~55" 的 倾角 ,表明 试 件 沿 最 大 切 应 力 面 发 生 错 动 而 被 剪断 。 和 铸铁 的 搞 
压强 度 比 抗 拉 强 度 高 3—5 倍 。 其 他 脆性 材料 ,如 混凝土 .石料 等 , 抗 压强 度 也 高 于 抗 拉 强 
度 ,混凝土 的 抗 拉 强度 约 为 抗 奈 强度 的 十 ~ 二 。 

混凝土 压缩 时 的 c-s 曲线 如 图 2-21(a) 所 示 。 在 加 载 初期 有 很 短 的 一 直线 段 , 以 后 明显 
弯曲 ,在 变形 不 大 的 情况 下 突然 断裂 。 混 凝 土 的 弹性 模 量规 定 以 "一 0. Ao, 时 的 制 线 斜率 来 
确定 。 混 凝 土 在 压缩 试验 中 的 破坏 形式 ,与 两 端 压板 和 试 块 的 接触 面 的 润滑 条 件 有 关 。 
图 2-21(b) (ec) 分 别 为 不 同 端 部 条 件 下 的 破坏 形式 ,其 标号 就 是 根据 其 抗 压强 度 标定 的 。 


图 2-20 图 2-21 


脆性 材料 抗 拉 强度 低 ,塑性 性 能 差 , 但 抗 压 能 力 强 , 且 价格 低廉 , 宜 于 作为 抗 压 构 件 的 材 
料 。 铸 铁 坚 硬 耐 磨 ,易于 铸 成 形状 复杂 的 零 部 件 ,是 良好 的 耐 压 \ 减 震 材料 ,在 工程 中 得 到 广 
泛 应 用 ; 混凝土 作为 非 金属 的 人 造 材料 更 是 广泛 用 于 工业 与 民用 建筑 当中 。 因 此 脆性 材料 
的 压缩 试验 比 拉 伸 试 验 更 为 重要 。 


2.5 失效、 安全 因数 和 强度 计算 


2.5.1 安全 因数 许 用 应 力 


实验 结果 表明 : 对 于 脆性 材料 , 当 正 应 力 达 到 强度 极限 o, 时 ,会 引起 断裂 ; 对 于 塑性 材 
料 , 当 正 应 力 达 到 届 服 极限 a, 时 ,将 产生 届 服 或 产生 显著 塑性 变形 。 工 程 上 ,为 了 确保 构件 
的 正常 工作 , 既 不 允许 构件 断裂 ,也 不 允许 构件 产生 显著 塑性 变形 。 通 常 将 脆性 材料 的 强度 
极限 与 塑性 材料 的 屈服 极限 称 为 材料 的 破坏 应 力 , 即 极限 应 力 , 用 о, 来 表示 。 

但 是 ,仅仅 将 构件 的 工作 应 力 限制 在 极限 应 力 的 范围 内 还 是 不 够 的 ,这 是 因为 : 

(1) 材料 组 织 并 不 是 理想 的 均匀 性 ,同一 种 材料 测 出 的 力学 性 能 是 在 某 一 范围 内 波 
动 的 ; 

(2) 作用 在 构件 上 的 外 力 常常 估计 不 准确 ; 

(3) 实际 结构 是 比较 复杂 的 , 它 与 设计 中 的 计算 简 图 不 可 避免 地 存在 差异 ,因而 计算 结 
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果 带 有 一 定 程度 的 近似 性 ; 

Са) 构件 需 有 必要 的 强度 储备 ,特别 是 对 于 因 破 坏 带 来 严重 后 果 的 构件 ,更 应 给 予 较 大 
的 强度 储备 。 

由 此 可 见 , 为 了 使 构件 具有 足够 的 强度 ,在 载荷 作用 下 构件 的 工作 应 力 显 然 应 低 于 极限 
应 力 , 也 就 是 将 材料 的 极限 应 力 除 以 一 个 大 于 1 的 因数 ”作为 构件 应 力 所 不 允许 超过 的 
值 。 这 个 应 力 称 为 材料 的 许 用 应 力 , 用 [oj] 表示 ,因数 ” 称 为 安全 因数 ,它们 具有 如 下 关系 : 


[о] = ©® (2-7) 


п 


2.5.2 强度 计算 


为 了 确保 拉 ( 压 ) 杆 不 致 因 强度 不 足 而 破坏 ,应 使 最 大 工作 应 力 cus 不 超过 许 用 应 力 
[в]. 


дах < (01 (2-8) 
对 于 等 截面 直 杆 , 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 的 强度 条 件 为 
в = Кз < [a] (2-9) 
根据 式 (2-9) 可 进行 下 列 三 方面 的 强度 计算 。 


1) 强度 校 核 

已 知 杆 件 的 材料 .所 受 载 荷 及 尺寸 ,可 直接 运用 式 (2-9) 对 杆 件 进行 强度 校 核 。 
2) 设计 截面 尺寸 

已 知 杆 件 的 材料 和 所 受 载荷 ,利用 式 (2-9) 得 


А> ÉS (2-10) 


于 是 可 确定 构件 的 横 截 面 面 积 。 
3) 确定 许可 载荷 
已 知 杆 件 的 材料 和 尺寸 ,利用 式 (2-9) 得 
Ех < АГа1| (2-11) 
由 此 可 确定 结构 所 能 承受 的 最 大 载荷 。 


【 例 2-3] 如 图 2-22 所 示 空 心 圆 截面 杆 , 外 径 了 =20mm, 内 径 d=15mm, ЖЗИ 
ЖІ F=20kN 作用 ,材料 的 届 服 应 力 c= 二 235MPa, 安 全 因数 n, 二 1.5。 试 校 核 杆 的 强度 。 


4 
F F 
Ш 222 


Ж: 杆 件 横 截面 上 的 正 应 力 为 


4F 4 X 20 X 10° 
к(0* — 4?) х(0.020° — 0.0152) 


= 145 X 10° (Ра) = 145(МРа) 


с 
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根据 式 (2-7) 可 知 ,材料 的 许 用 应 力 为 
[о] = = 235 x 10° 
m= ns LS 


可 见 ,工作 应 力 小 于 许 用 应 力 ,说 明 杆 件 能 够 安全 工作 。 


【 例 2-4] 钢 木 构架 如 图 2-23 所 示 。BC 杆 为 钢 制 圆 杆 ,AB 杆 为 木 杆 。F 王 10kN , 木 
ЖЕ AB 的 横 截 面积 为 A 二 10 000mm? ,弹性 模 量 Е, = 10СРа, ЁЛ J [о ]= 7MPa; 钢 
FF BC 的 横 截 面积 为 A:=600mms , 许 用 应 力 [cs]=160MPa。 


(1) 校 核 两 杆 的 强度 ; 

(2) 求 许可 载荷 [F]; 

(3) 根据 许可 载荷 ,重新 设计 钢 杆 BC 的 
直径 。 

解 : (1) 校 核 两 杆 强度 

首先 必须 确定 两 杆 的 内 力 ,由 节点 В 的 受 
力图 (图 2-23(b)) 列 出 静 力 平衡 条 件 : 

ЯВ, = 0, Е\›соз60°—Е=о0 


= 156 X 10° Ра) = 156(МРа) 


lsc=2.0m 


4 


ішті.73т 


(а) (b) 


得 
Ех = 2F = 20(kN) 
УЕ, =0, Ех — ЕЁ мсов30° = 0 


Fm = V3F = 17. 3(kN) 
对 两 杆 进行 强度 校 核 


由 上 述 计 算 可 知 ,两 杆 内 的 正 应 力 都 远 低 于 材料 的 许 用 应 力 , 强 度 尚 没有 充分 发 挥 。 因 
此 , 悬 吊 的 总 量 还 可 以 增加 。 
(2) 求 许可 载荷 
两 杆 分 别 能 承担 的 许可 内 力 为 
[Ем] = [a JA, = 7 х 10° X 10 000 X 107% =70X10(N) = 70(kN) 
[Ем ] = [0 JA; = 160 X 105 X 600 X 107% = 96 X 10° (N) = 96(kN) 
由 前 面 两 杆 的 内 力 与 外 力 下 之 间 的 关系 可 得 


2 _ [Fa ] _ 
Ем = УЗЕ, [Е] 局 40. 4(kN) 


Fw = 2F, [Е] = а] = 48(kN) 


根据 上 面 计算 结果 , 若 以 BC 杆 为 准 , 取 [LF] 二 48kN, 则 AB 杆 的 强度 显然 不 够 。 因 此 ， 
为 了 结构 的 安全 ,应 取 [F]==40. 4kN。 
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(3) 重新 设计 BC 杆 的 直径 
根据 许可 载荷 [Fj 二 40. 4kN, 对 于 AB 杆 来 说 ,恰到好处 ,但 对 BC 杆 来 说 ,强度 是 有 余 
的 ,也 就 是 说 BC 杆 的 截面 还 可 以 适当 减 小 。 由 BC 杆 的 内 力 与 载荷 的 关系 可 得 
Еж = 2F = 2 X 40.4 = 80. 8(kN) 
根据 强度 条 件 ,BC 杆 的 横 截 面 面 积 应 为 
Еш _ 80.8 X 10° 


АР» = 5.05 10™ (m°) = 505(mm°) 
2 
BC 杆 的 直径 为 
а> 一 一 = 25.36(mm) 


2.6 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 变形 


杆 件 在 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 ,将 引起 轴 向 尺寸 伸 长 (或 缩短 ) 和 横向 尺寸 减 小 (或 增 大 )。 
2.6.1 纵向 变形 


如 图 2-24 所 示 , 横 截面 面积 为 A 的 等 直 杆 在 轴 向 力 正 作用 下 ,由 原 长 : 伸 长 至 2, 则 
杆 的 纵向 伸 长 为 
М= 1—1 (а) 
由 于 拉杆 各 段 的 伸 长 是 均匀 的 ,因此 拉杆 在 
纵向 方向 的 线 应 变 为 


ЕП 


= А 
1 


应 用 胡 克 定律 : 当 应 力 оо, 时 ,应力 与 应 变 
成 线性 关系 ,于 是 有 o= Ее. X. 


E (b) 


Ех 


А: (с) 


将 式 (b) (ORAR о= Ее 得 
=F _ F 
EA EA 
式 (2-12) 表 明 : 当 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 , 杆 件 的 伸 长 А/ 与 轴 向 拉力 下 和 杆 件 
的 原 长 度 / 成 正比 ,与 横 截 面 面 积 A 成 反比 ,这 是 胡 克 定律 的 另 一 种 表达 形式 。 以 上 结论 同 
样 可 用 于 轴 向 压缩 的 情况 。 
式 (2-12) 中 的 EA 称 为 杆 件 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 , 它 反映 了 拉 ( 压 ) 杆 抵抗 变形 的 能 力 。 


2.6.2 横向 变形 


车 杆 件 变形 前 的 横向 尺寸 为 5, 变形 后 为 Б, , 则 横向 应 变 为 
К алыл 
b b 
试验 表明 : 34 oo, 时 ,横向 应 变 e 与 轴 向 应 变 e 之 比 的 绝对 值 是 一 个 常数 , 即 


Al (2-12) 


(d) 
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, 
Е: 


(2-13) 


| 
R 


= 
KA 称 为 横向 变形 因数 或 泊 松 比 ,为 一 无 量 岗 量 。 它 也 是 材料 固有 的 弹性 常数 。 表 2-1 给 出 
了 一 些 常 用 材料 的 玉 和 wy 值 。 
表 2-1 几 种 常用 材料 的 E 和 和 值 


材料 名 称 E/GPa p 
碳 钢 196~216 0.24—0.28 
合金 钢 186--206 0.25--0.30 
灰 铸 铁 78.5~157 0.23—0.27 
铜 及 其 合金 72.6 一 128 0.31 一 0. 42 
铝 合金 70 0.33 


因 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 件 在 变形 过 程 中 ,e' 与 e 的 符号 是 相反 的 ,所 以 式 (2-13) 可 以 写成 
Е =— рє (2-14) 
【 例 2-5] 如 图 2-25(a) 所 示 的 支架 ,AB 和 AC 两 杆 均 为 钢 杆 ,弹性 模 量 E, = E, = 
200GPa, 两 杆 横 截 面 面 积分 别 为 А, = 200тт?, А, = 250тт?„ АВ НК 11 = 2m, 载荷 
下 王 10kN。 试 求 节点 A 的 位 移 。 
М: (1) 计算 内 力 
以 A 点 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-25(b) 所 示 。 由 平衡 方程 
УЕ, =0, Fw + Fmcos30° = 0 
УЕ, =0, Fmsin30°—F = 0 
解 得 
Fa = 2F = 20(kN) 
Fyz Ех соѕ30° =— 20cos30° =— 17. 3(kN) 
(2) 计算 变形 
由 式 (2-12), 求 得 ABAC 杆 的 变形 量 分 别 为 
Ғаһ _ 20Х 10° X 2000 


Al 1. 0(mm) 
! EA 200X 10° Х 200 mm 
м, = Pel = Е со530° 
* Б.А; Е.А, 
17. 3 X 10° X 2000 X © (6) © 
0. 6(mm) 图 2-25 


200 X 10° X 250 
(3) 计算 A 点 的 位 移 
如 图 2-25(c) 所 示 , 设 想 将 支架 A 点 拆 开 ,AB、AC 杆 变形 后 分 别 为 A1B、A,C。 变 形 后 
А 点 的 新 位 置 , 是 以 B 点 为 圆心 .BA 为 半径 所 作 的 圆 弧 ,与 以 C 点 为 圆心 .CA 为 半径 所 
作 圆 弧 的 交点 。 因 变形 很 小 ,上 述 两 圆 弧 可 近似 用 其 切线 (分 别 垂直 于 直线 ВА, 和 CA;) 代 
替 , 两 条 切线 的 交点 A’ 即 为 节点 A 的 新 位 置 ,AA' 为 节点 A 的 位 移 。 下 面 分 别 计算 节点 A 
的 水 平和 垂直 位 移 。 
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节点 A 的 水 平 位 移 
AA, =| Al, |= 0. 6mm(<—) 
节点 A 的 垂直 位 移 
s “ss, н Ah |, М; 1.0 0.6 
ARa = AR FEN; sin30 тап30° 31130” тап30° 3.0(mm)( { ) 
故 节点 A 的 位 移 


АА” = V(AA:) +(AA,) = /0.67-0.37 = 3. 06(mm) 


至 于 节点 A 的 位 移 方向 ,读者 可 试 求 。 


【 例 2-6] 如 图 2-26 所 示 , 一 铅 直 悬 挂 的 等 截面 直 杆 , 长 为 !, 横 截面 面积 为 A, 其 材料 
的 重度 为 y, 求 自重 引起 的 最 大 正 应 力 及 杆 的 伸 长 。 


F.J: dF.) 


ki 
Аах 


图 2-26 


解 : ЖУ Я x № т—т 截面 以 下 的 一 段 杆 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 2-26(b) 所 示 , 则 该 
段 所 受 重力 为 YrA,m 一 m 截面 上 的 轴 力 为 Fy(z) 二 YrA, 故 应 力 为 
Буба) _ А _ 
А А 
可 见 杆 中 的 正 应 力 与 横 截 面 面 积 的 大 小 无 关 , 而 仅 与 x 成 正比 。 所 以 最 大 应 力 发 生 在 
杆 的 上 端 截面 ,其 值 为 


olx) = 7e 


Omx = бул = Yl 
取 微 段 dz, 则 该 微 段 上 的 纵向 应 变 


== С? — № 


ЕСЕ 
其 伸 长 
ААР = вах = Е 
因此 全 杆 的 伸 长 
қ * ук 7? _ МА +1 Wi 
A [aan Г ЕЕ 2EA  2EA 


RP W=yA 为 杆 的 总 重量 。 其 轴 力 变化 如 图 2-26(d) 所 示 。 


КЕЛЕ Е: 


2.7 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 应 变 能 


物体 在 外 力作 用 下 发 生变 形 ,在 变形 过 程 中 ,外 力 所 做 的 功 将 转变 为 储存 于 物体 内 的 能 
量 。 当 外 力 逐 渐 减 小 时 ,变形 逐渐 恢复 ,物体 又 将 释放 出 储存 的 能 量 而 做 功 。 物 体 在 外 力作 
用 下 因 变 形 而 储存 的 能 量 称 为 应 变 能 。 

IF 现在 讨论 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 的 应 变 能 。 如 
图 2-27(a) 所 示 的 拉杆 ,拉力 由 零 开 始 缓慢 增加 ,其 
ЕЛЖАН ІН 2-27(b) 所 示 。 在 加 力 过 程 中 ， 
当 外 力 为 下 时 , 杆 件 的 伸 长 为 Al。 若 再 增加 dF, 杆 
件 相应 的 变形 增 量 为 d(A1)。 于 是 下 因 位 移 d( AD 


而 做 功 , 所 做 的 功 为 
Ç dW = Fd(AD) 
由 图 可 见 ,dW 等 于 图 2-27(b) 中 阴影 线 的 微 面 
m МЕ 积 。 因 此 外 力 所 做 的 总 功 W 应 为 上 述 微 面积 的 总 
н РЕМ НАЯ 

w= Г” кар (а) 

当 o<o, М.Е 5 М 的 关系 为 一 斜 直线 ,其 下 所 围 成 的 图 形 是 一 个 三 角形 ,于 是 有 
w ТЕМ а» 


根据 功能 原理 ,外 力 所 做 的 功 应 等 于 杆 件 储存 的 能 量 。 若 不 考虑 能 量 损失 ,可 认为 杆 件 
内 储存 的 应 变 能 У. 在 数值 上 就 等 于 外 力 所 做 的 功 。 在 线 弹 性 范围 内 ,有 
1 


У. = № = Ғы 


由 胡 克 定律 ,Al 一 直人 ， 上 式 又 可 写成 
а 1 -Pi Б 
V. = W = +FAI = д (2-15) 
由 于 在 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 ,各 部 分 的 受 力 和 变形 均 相同 , 故 可 将 杆 的 变形 能 除 以 杆 的 体 
积 AL, 得 到 杆 在 单位 体积 内 的 应 变 能 , 称 为 比 能 或 应 变 能 密度 ,以 о, 表示 ,单位 为 J/m’ ,其 
计算 式 为 


ТЕМ 


2 = 1 Ж 
ид = 99 (2-16) 
或 
_ 1 Fu _ 2 А 
v = M ЕА 2E (2-17) 


以 上 结果 同样 适用 于 轴 向 压缩 情况 。 


[B] 271 如 图 2-28 所 示 的 简易 起 重 机 。BD 杆 为 无 缝 钢 索 ,外 径 90mm, 壁 厚 
2. 5mm, 杆 长 = З, ЖР E=210GPa, BC 是 两 条 横 截 面 面 积 为 172mm? 的 钢 索 , 弹 
性 模 量 Е, =177GPa, % P 二 30kN. 若 不 考虑 立柱 的 变形 , 求 В 点 的 垂直 和 水 平 位 移 。 
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解 : (1) 求 垂直 位 移 
由 BD 杆 的 平衡 可 求 得 钢 索 BC 的 拉力 
Fy = 1.41Р 
BD 杆 的 压力 
Ех = 1.93P 

由 式 (2-15) 得 ,P 完成 的 功 在 数值 上 应 等 于 杆 系 的 应 变 能 , 则 
Ғаһ Я) 
2Е,А) 2ЕА 


(1.41Р)? х2. 20 
2 x 177 X 19 X 2 X 17210" 


(1.93P)* X 3 
2 x 210 X 10° x 1090 85°) х 10% 图 2-28 


去 Pav = 


由 此 求 得 
ду = 14.93 X 10 P = 4.48 X 107 (т) = 4.48(mm) 
(2) 求 水 平 位 移 
设 Wop 表示 力 P 完成 的 功 ,于 是 有 
Wp = Рду = Fuh Еі 
2 2Е,А; 2EA 
为 了 求 水 平 位 移 64 ,设想 在 P 作用 之 前 , 先 在 B 点 作用 一 水 平 力 Ер, (如 图 2-29 所 
示 )。 由 平衡 方程 可 求 得 BC 和 BD ІЗ Fs 引起 的 轴 力 分 别 是 
; Fms: = 1. 41Е в, ($t) 
Ев, = 0. 518 Ев, (PE) 
以 Wa 表示 力 Fg, 所 做 的 功 , 则 有 


— Ев | Fhepsl 
Wa: = E.A, T 2EA Ф) 


在 作用 Fs 之 后 ,再 作用 P。 这 样 外 力 所 完成 的 功 除 
Wa: 十 Wp 外 ,还 有 因 B 点 已 有 的 水 平 力 Fa, fE P 所 引起 的 位 


移 64. 上 所 完成 的 功 ,其 数量 等 于 Рыдь,. BARAT ЛЯ 


(a) 


图 2-29 
为 在 发 生 位 移 6 过程 中 ,Fs 的 大 小 始终 不 变 ,于 是 外 力 功 为 
W = We: + W, + Ев, дв. (с) 
此 时 杆 系 应 变 能 为 
CEN + Рав: №, (Еә--Ғаһ) 
Е 2EA + ЖА G 
IH W=V, 得 
(Ем + Езв)° | (Ев + Ев, )21 
Ув. + \Р + ЕЁз,дь, ЕЛ, + 2FA (e) 
联 立 式 (a)、(b) 和 (e) ,得 
ыбы = Ем Ёзав{1 q Ре Еж 


Е! А, ЕА 
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代入 数据 , 求 得 
бр, = 2.78 X 10 т = 2.78mm 


2.8 拉 伸 (压缩 ) 超 静 定 问题 


2.8.1 超 静 定 的 概念 


在 以 前 所 讨论 的 轴 向 拉 压 杆 或 杆 系 问题 中 ,无 论 其 约束 反 力 或 构件 的 内 力 均 可 由 静 力 
平衡 方程 求解 ,如 图 2-30(a) 所 示 术 架 , 这 类 问题 称 为 静 定 问题 。 

在 工程 实际 中 经 常 遇 到 另 一 类 情况 ,有 
时 为 减 小 构件 内 的 应 力 或 变形 (位 移 ) ,往往 
采用 更 多 的 构件 或 支 座 。 例 如 在 图 2-30 (a) 
所 示 柏 架 中 增加 一 个 杆 件 AD( 图 2-30(b))， 
对 于 节点 A 来 说 ,由 于 平面 汇 交 力 系 仅 有 两 
个 独立 的 静 力 平衡 方程 ,显然 , 仅 由 两 个 平衡 
方程 不 可 能 求解 出 三 个 未 知 轴 力 。 这 类 仅 靠 
静 力 平衡 方程 不 能 求解 的 问题 , 称 为 超 静 定 
问题 。 

在 静 定 结构 上 附加 的 杆 件 或 支 座 ,如 图 2-30(b) 中 杆 AD, 习 惯 上 将 其 称 为 多余” 约束 ， 
这 种 “多 余 ” 只 是 对 保证 结构 的 平衡 与 几何 不 变性 而 言 的 ,对 于 提高 结构 的 强度 、 刚 度 则 是 需 
要 的 。 与 多 余 约束 相对 应 的 内 力 或 支 反 力 , 习 惯 上 称 为 多 余 未 知 力 。 由 于 多 余 约束 的 存在 ， 
未 知 力 的 数目 必然 多 于 独立 的 静 力 平衡 方程 的 数目 ,两 者 之 差 值 称 为 超 静 定 次 数 。 因 此 , 超 
静 定 的 次 数 就 等 于 多 余 约 束 的 个 数 。 图 2-30(b) 所 示 为 一 次 超 静 定 。 
2.8.2 超 静 定 问 题 的 解法 

为 求解 超 静 定 问题 ,必须 建立 与 未 知 力 个 数 相等 的 平衡 方程 。 因 此 ,除了 建立 静 力 平衡 
方程 外 ,还 必须 建立 补充 方程 , 且 补 充 方程 的 个 数 要 与 超 静 定 的 次 数 相 同 。 能 否 建立 起 补充 
方程 ,又 如 何 建立 补充 方程 ,这 是 求解 超 静 定 问题 的 关键 。 由 于 多 余 约 束 的 存在 , 杆 件 ( 或 结 
构 ) 的 变形 受到 了 多 于 静 定 结构 的 附加 限制 , 称 为 变形 协调 条 件 。 于 是 ,根据 变形 协调 条 件 ， 
可 建立 附加 的 变形 协调 方程 。 另 外 ,由 于 变形 (或 位 移 ) 与 力 (或 其 他 产生 变形 的 因素 ) 间 具 
有 一 定 的 物理 关系 ,将 物理 关系 代入 变形 协调 方程 , 即 可 得 到 补充 方程 。 将 静 力 平衡 方程 与 
补充 方程 联 立 求解 , 即 可 解 出 全 部 未 知 力 。 这 就 是 综合 运用 变形 协调 条 件 、 物 理 关系 及 静 力 
学 平衡 条 件 三 方面 .求解 超 静 定 问 题 的 方法 。 实 际 上 ,材料 力学 的 许多 基本 理论 也 正 是 从 这 
三 方面 进行 综合 分 析 后 建立 的 。 

下 面 通过 例题 来 说 明 超 静 定 问题 的 解法 。 

【 例 2-8] 如 图 2-31 所 示 等 截面 杆 , 两 端 固定 ,在 横 截面 C 处 承受 轴 向 外 载荷 己 , 杆 的 
拉 压 刚度 为 EA, 试 求 杆 端的 支 反 力 。 


解 : (1) 静 力 学 方面 
FF AB 为 轴 向 拉 压 杆 , 故 杆 两 端的 支 反 力也 均 为 轴 向 力 , 且 与 外 载荷 下 组 成 一 共 线 力 


图 2-30 
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系 , 其 平衡 方程 为 


УЕ, =0, Fam+Frs—F=0 (а) 
两 个 未 知 力 , 一 个 平衡 方程 , 故 为 一 次 超 静 定 问 题 。 
(2) 几何 方面 қ, 
根据 杆 两 端的 约束 条 件 可 知 , 受 力 后 各 杆 段 虽 变形 ,但 А 
杆 的 总 长 不 变 , 即 变形 协调 条 件 为 A 二 0。 因 此 , 若 将 AC 
段 与 CB 段 的 轴 向 变形 分 别 用 Alac 与 Al 表示 ,根据 变形 协 
调 条 件 ,可 得 变形 协调 方程 为 С 
Ма + Ме = 0 (b) 如 
(3) 物理 方面 
由 力 与 位 移 间 的 物理 关系 ,可 得 N 
Му = м (c) Ға 
Ме -- қый (d) 图 2-31 
式 (d) 中 负 号 是 因为 Frs 假 设 向 上 ,产生 的 变形 为 压缩 变形 。 
(4) 支 反 力 计算 
将 式 (c) 和 式 (d) 代 入 式 (b) , 即 得 补充 方程 为 
Fraa Ға 
ҒА - ҒА 一 0 (e) 


最 后 , 联 立 平衡 方程 (a) 和 补充 方程 (e) , 求 得 
л ga ~- an 
Ева = ГЕ? Евв = ТЕ 
结果 均 为 正 , 表 明 其 实际 指向 与 假设 一 致 


【 例 2-9] 如 图 2-32 ИЖ, ВМА =Ь, Е. А, =Е, А, F: 3 的 长 度 为 в, bulu E HI 
BEH Е, Аз , 试 求 在 铅 垂 外 载荷 作用 下 各 杆 的 轴 力 。 


(a) (b) (с) 


解 : (1) 静 力 学 方面 
设 三 杆 轴 力 分 别 为 Fn Fre Fns ,由 图 2-32(b) 得 节点 A 的 静 力 平衡 方程 


УЕ, =, Ез sina — Ёо sina = 0 
(a) 
УЕ, 一 0， 2Ешсова- Еж —F = 0 
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三 个 未 知 力 ,两 个 静 力 平衡 方程 , 故 为 一 次 超 静 定 问题 。 
(2) 几何 方面 


由 于 三 杆 在 下 端 连接 于 A 点 , 故 三 杆 在 受 力 变形 后 ,其 下 端 仍 应 连接 在 一 起 ,同时 ,由 
T 1.2 两 杆 的 抗 拉 刚度 相同 , 术 架 变形 是 对 称 的 , 故 节点 A 铅 垂 移动 到 A “点 ,位移 AA' 即 为 


FF 3 的 伸 长 量 Als ,三 杆 的 变形 关系 如 图 2-32c 所 示 。 由 此 可 得 变形 协调 方程 为 


АҺ, = Al; cosa 


(3) 物理 方面 
由 力 与 变形 间 的 物理 关系 ,可 得 
sss Fah) 
Аһ = д 
= Fnsls 
А, = үү: 
R. l; =l, соза 
(4) 轴 力 计算 
将 式 (c) 代 入 式 (b), 即 得 补充 方程 为 
Еж _ Fynslicosa 
EA EAs 9% 


即 


Fy = Е.А о; а * Fy; 
3723 


最 后 ,将 式 (d) 与 式 (a) 联 立 , 即 可 求 得 


где? 
Ез = Е» = Боха А 
2соѕ?а + А, 
Е 
Fy = 
EA 3 
1 十 2 E, cosa 


с 


А 


№ 2-33 
解 超 静 定 问题 中 的 全 部 未 知 力 。 


(b) 


(c) 


(d) 


所 得 结果 均 为 正 , 说 明 原 先 假设 三 杆 轴 力 均 为 拉力 是 正确 的 。 

例 2-9 是 一 次 超 静 定 问 题 , 仅 有 一 个 多 余 约 束 ,车 再 增加 一 
个 杆 件 AG( 图 2-33), 则 又 增加 了 一 个 多 余 约束 而 成 为 二 次 超 
静 定 问题 。 此 时 为 满足 四 杆 在 受 力 变形 后 仍然 连接 于 一 点 的 变 
形 协调 条 件 ,可 列 出 两 个 变形 协调 方程 ,从 而 得 到 相应 的 两 个 补 
充 方程 , 依 此 类 推 。 将 其 补充 方程 与 静 力 平衡 方程 联 立 , 就 可 求 


【 例 2-10〗 如 图 2-34 所 示 结 构 , 杆 1、2 的 弹性 模 量 均 为 E, 横 截面 面积 均 为 A, 梁 Вр 
为 刚体 ,载荷 F=50kN , ЕЯ У J о, | = 160МРа. ЕЛУ JI Го. |=120МРа. Е 


各 杆 的 横 截 面 面 积 。 
解 : (1) 静 力 学 方面 


以 刚体 BD 作为 研究 对 象 ,分 析 其 受 力 情况 (图 2-34(b)) ,平衡 方程 为 
DMs=0, Fwsin45"。! 十 Fe + 21-Е 21 = 0 
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即 
Ем + 2/2 Еж —2/2Е = 0 (а) 
本 例 中 , 因 只 需求 轴 力 Fw 与 Ех ,而 另外 两 个 


平衡 方 得 | >F, =й = o) 将 包括 未 知 反 力 


Ға J Fans , 故 可 不 必 列 出 。 

一 个 平衡 方程 中 有 两 个 未 知 力 , 故 为 一 次 超 静 
定 问题 。 

(2) 建立 补充 方程 

由 变形 图 可 以 看 出 


Аһ = 2СС' = 242 AL, @ 
即 变形 协调 条 件 为 
А, = 2/2 Al, (b) 
根据 胡 克 定律 得 
_ Ещё _ Емі 
âh = EA = EA 
se Ға; — Ех»! 
Ah = EA = EA 
将 上 述 关系 代入 式 (b) ,得 补充 方程 为 
Еш = 4FN (c) 
(3) 截面 设计 
联 立 求 解 式 (a) 和 式 (c) ,得 
8/2Е 8/2 Xx 50 103 4 
Fyz 4FN 4.59 X 10* (N) 
"Bi 8/2 +1 
由 此 得 杆 1 与 杆 2 所 需 横 截面 面积 分 别 为 
Ем _ 4.59X104 _ «10-562 
А, ZF] Ixix 717510 (m°) 


Ға _ 4.59 X 10% 
[a] 120X 105 
但 是 ,由 于 已 选 定 A,=A:=A, 且 上 述 轴 力 正 是 在 此 条 件 下 求 得 的 ,因此 ,应 取 
A, = А, = А = 3. 83 X 107 т? = 383mm? 

否则 ,各 杆 轴 力 及 应 力 将 随 之 改变 。 

综合 上 述 各 例题 , 需 注意 以 下 两 点 : 

(1) 在 画 受 力图 与 变形 图 时 ,应 使 受 力图 中 的 拉力 或 压力 分 别 与 变形 图 中 的 伸 长 或 缩 
短 一 一 对 应 。 

(2) 与 静 定 结构 相 比 ,在 超 静 定 杆 系 结构 中 ,各 杆 的 内 力 分 配 不 仅 与 载荷 和 结构 的 形 
状 有 关 , 而 且 与 各 杆 之 间 的 相对 刚度 比 有 关 。 一 般 来 说 , 杆 的 刚度 越 大 ,分 配 到 的 内 力 
越 大 。 


А, 2 = 3.83 X 10™ (m°) 
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2.8.3 温度 应 力 和 装配 应 力 
1. 温度 应 力 


工程 实际 中 ,结构 物 或 其 部 分 杆 件 往往 会 遇 到 温度 变化 (如 工作 条 件 中 的 温度 改变 或 季 

节 的 更 替 ) ,而 温度 变化 必 将 引起 构件 的 热 胀 或 冷 缩 。 若 杆 件 原 长 为 2, 材 料 的 线 胀 系数 为 
a ， 当 温度 改变 AT 时 , 杆 件 长 度 的 改变 量 为 

Мт =a AT: 1 (2-18) 

对 于 静 定 结构 ,由 于 结构 各 部 分 可 以 自由 变形 , 当 温 度 均匀 变化 时 ,并 不 会 引起 构件 的 

内 力 。 如 图 2-35(a) 所 示 一 端 固定 、 一 端 自由 的 等 截面 直 杆 , 若 不 计 杆 的 自重 , 当 温 度 升 高 
时 , 杆 件 将 自由 膨胀 , 杆 内 没有 应 力 。 但 对 于 超 静 定 结构 ,由 于 多 余 约束 的 存在 , 杆 件 由 于 温 
度 变 化 所 引起 的 变形 将 受到 限制 ,从 而 在 杆 中 将 产生 内 力 , 这 种 内 力 称 为 温度 内 力 。 与 之 相 
应 的 应 力 则 称 为 温度 应 力 。 如 图 2-35(b) 所 示 两 端 固定 杆 件 ,由 于 温度 变化 引起 的 杆 件 的 
伸缩 受到 两 端 约束 的 限制 , 杆 内 即 会 引起 温度 内 力 , 进 而 产生 温度 应 力 。 由 于 支 反 力 不 能 只 
用 静 力 平衡 方程 求 得 ,所 以 这 仍 是 超 静 定 问 题 。 因 此 计算 温度 应 力 的 关键 同样 是 要 根据 问 
题 的 变形 协调 条 件 列 出 变形 协调 方程 。 与 前 面 不 同 的 是 , 杆 件 的 变形 包括 两 部 分 , 即 由 温度 
变化 所 引起 的 变形 ,以 及 与 温度 内 力 相 应 的 弹性 变形 。 

【 例 2-11] 如 图 2-35(b) 所 示 等 直 杆 АВ 的 两 端 分 别 与 刚性 支承 连接 , 设 两 支承 间 的 
距离 ( 即 杆 长 ) 为 1, 杆 的 横 截 面 面 积 为 A, 材 料 的 弹性 模 量 为 EE, 线 胀 系 数 为 a, 试 求 温度 
升 高 AT 时 , 杆 内 的 温度 应 力 。 

Ж: 设 刚 性 支承 对 杆 的 支 反 力 为 Fra 和 下 gs: 则 静 力 平衡 方程 为 

Fra = Рав 
一 个 方程 ,两 个 未 知 力 , 故 为 一 次 超 静 定 问 题 。 

由 于 杆 两 端的 支承 是 刚性 的 , 故 与 这 一 约束 情况 

相 适 应 的 变形 协调 条 件 是 杆 的 总 长 度 不 变 , 即 
М = 0 

设想 将 杆 的 右 端 支 座 解除 , 则 杆 将 自由 膨胀 Ат. 
见 图 2-35(c) ,但 由 于 支 反 力 Fa 的 作用 ,又 将 杆 右 端 
压 回 到 原来 的 位 置 , 即 把 杆 压 短 了 Ag ,如 图 2-35(4) 
所 示 , 则 变形 协调 方程 为 

Al = Alr — Alr = 0 
式 中 Alr 和 Alr 均 取 绝对 值 。 
由 胡 克 定律 和 热膨胀 规律 得 到 物理 方程 为 
Мт = о • АТ +1 
Frsl 
EA i 
由 此 求 得 ж B В 
Fra = Frs = a • ЕА • АТ 图 2-35 


Algk = 
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于 是 , 杆 内 各 横 截 面 上 的 温度 内 力 
Ех = Fra = a, * EA + АТ 
温度 应 力 为 
o= =a E: AT 


由 于 假设 杆 的 支 反 力 为 压力 ,所 以 温度 应 力 为 压 应 力 。 

车 杆 的 材料 为 碳 钢 ,a 二 12. 5 Х 107% /°С ,Е=200СРа, Чі ВЕ За AT = СВ , FF У 
温度 应 力 为 

в = 12.5 X 108 х 200 X 10° x 1 = 2.5(МРа) 

计算 表明 , 当 温 度 升 高 时 ,所 产生 的 温度 应 力 就 非常 可 观 。 因 此 对 于 超 静 定 结构 ,温度 
应 力 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 。 工 程 中 , 常 采 用 一 些 措 施 来 减少 和 预防 温度 应 力 的 产生 。 如 
火车 钢轨 对 接 时 ,两 段 钢轨 间 要 预先 留 有 适当 的 空隙 ; 钢 桥 检 架 一 端 采用 活动 贸 链 支 座 ; 
以 及 蒸汽 管道 中 利用 伸缩 节 ( 图 2-36)。 如 果 忽 视 了 温度 变化 的 影响 ,将 会 导致 破坏 或 妨碍 
结构 物 的 正常 工作 。 


2. 装配 应 力 


加 工 制造 杆 件 时 ,其 尺寸 不 可 避免 地 存在 微小 误差 。 在 
静 定 问题 中 ,这 种 微小 的 加 工 误差 只 会 使 结构 的 几何 形状 发 
生 微 小 的 变化 ,而 不 会 在 杆 中 引起 附加 的 内 力 。 但 在 超 静 定 图 2-5 
问题 中 ,由 于 有 了 多 余 约 东 , 必 将 产生 附加 的 内 力 ,这 种 由 尺 
寸 的 微小 误差 造成 杆 件 在 装配 时 产生 的 附加 内 力 称 为 装配 内 力 , 而 与 之 相应 的 应 力 则 称 为 
装配 应 力 。 图 2-37(a) 所 示 静 定 结构 中 车 杆 1 比 原 设计 长 度 1 短 6(6<7) ,装配 后 结构 形状 
如 虚线 所 示 ,在 无 载荷 作用 时 , 杆 1 和 杆 2 均 无 应 力 产 生 。 但 对 图 2-37(b) 所 示 超 静 定 结 
构 , 若 杆 3 比 原 设计 长 度 1 短 6(6<D), 则 必须 把 杆 3 拉 长 ,同时 将 杆 1.2 压 短 ,才能 使 三 杆 
装配 在 一 起 (如 图 中 虚线 所 示 )。 这 样 , 虽 未 受到 外 载荷 作用 ,但 各 杆 中 已 有 装配 应 力 存 在 。 
由 于 装配 应 力 是 杆 在 外 载荷 作用 之 前 已 经 具有 的 应 力 ,因此 称 其 为 初 应 力 。 工 程 上 ,装配 应 
力 的 存在 常常 是 不 利 的 ,但 有 时 有 意识 地 利用 装配 应 力 以 提高 结构 的 承载 能 力 , 如 在 机 械 制 
造 中 的 紧 配 合 和 土木 结构 中 的 预 应 力 钢筋 混凝土 等 。 计 算 装配 应 力 的 关键 仍然 是 根据 变形 
协调 条 件 列 出 变形 协调 方程 。 


(а) (b) 


图 2-37 
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【 例 2-12] 如 图 2-38(a) 所 示 术 架 , 杆 3 的 实际 长 度 比 设计 长 度 1 稍 短 ,制造 误差 为 
6, 试 分 析 装 配 后 各 杆 的 轴 力 。 已 知 杆 1 与 杆 2 各 截面 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 均 为 E, A, „Я 3 Ж 
截面 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 均 为 EA;。 


(b) 
图 2-38 


解 : (1) 建立 平衡 方程 

装配 后 ,各 杆 位 于 图 示 虚 线 位 置 。 杆 3 伸 长 , 即 受 拉力 ; FF 1 与 杆 2 缩短 , 即 受 压力 。 
节点 A 的 受 力 如 图 2-38(b) 所 示 , 轴 力 Ем. Ем 19 Fws 组 成 一 自 相 平衡 力 系 ,其 平衡 方 
程 为 


Ууу = 0, Fmsin0— Еу эт = 0 (а) 
УБ, 0. Ез- Ем соѕ0 — Ех cosh = 0 (b) 
由 式 (a) 可 知 
Ем = Ех 
将 上 式 代入 式 (b) ,得 
Ез — 2Ещ с05д = 0 (c) 


(2) 建立 补充 方程 
从 变形 图 中 可 以 看 出 ,变形 协调 方程 为 


М, _ 
Al, + 255 С ô 
利用 胡 克 定律 ,得 补充 方程 为 
Fnsl Ға = 
Е.А, ТЕЛА, co86 一 人 с 
(3) 轴 力 计算 
联 立 求解 平衡 方程 (c) 与 补充 方程 Cd), 即 得 各 杆 轴 力 分 别 为 
6 _ Е: А, соз?0 
l: = ! tF Е.А, cos30 
E, A; 
Fw = 8 2Е,А,сов%0 
Ё tF TPA coss0 


从 所 得 结果 可 以 看 出 ,制造 不 准确 所 引起 的 各 杆 轴 力 与 误差 ó 成 正比 ,并 与 抗 拉 ( 压 ) 刚 
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度 有 关 。 
上 述 温度 应 力 和 装配 应 力 的 求解 都 是 建立 在 胡 克 定律 的 基础 上 ,因此 ,只 有 当 材料 在 线 
弹性 范围 内 工作 时 ,所 得 结果 才 是 正确 的 。 


2.9 应 力 集中 的 概念 


如 前 所 述 的 应 力 计算 公式 ,只 适用 于 等 截面 直 杆 ,对 于 横 截 面 平 组 变化 的 杆 件 , 按 等 截 
面 直 杆 的 应 力 计算 公式 进行 计算 ,在 工程 实际 中 一 般 是 允许 的 。 但 是 对 于 截面 尺寸 有 急剧 
变化 的 杆 件 ,例如 有 开 孔 、 沟 柳 、 肩 台 和 螺纹 的 构件 ,试验 和 理论 分 析 表明 ,在 构件 尺寸 突然 
改变 的 横 截 面 上 ,应 力 不 再 均匀 分 布 。 在 孔 槽 等 附近 (图 2-39) ,应 力 急剧 增加 ; АУ: 
距离 后 ,应力 又 趋 于 均匀 。 这 种 因 构件 形状 尺 十 变化 而 引起 局 部 应 力 急剧 增 大 的 现象 , 称 为 
应 力 集中 。 


F F 
(a) (b) 


图 2-39 


应 力 集中 处 的 最 大 应 力 ow 与 同一 截面 上 的 平均 应 力 o 的 比值 称 为 理论 应 力 集中 因 
ЖУЛ К ЖЖ, НИ 


К = == (2-19) 
G 


KK 反映 了 应 力 集中 的 程度 ,是 一 个 大 于 1 的 因数 。 试 验 和 理论 分 析 指 出 : 构件 的 截面 
尺寸 改变 越 急剧 ,构件 中 的 孔 越 小 ,缺口 的 角 越 尖 ,应 力 集中 程度 就 越 严 重 。 因 此 ,构件 上 相 
邻 两 段 的 截面 形状 ,尺寸 不 同 , 则 需 用 圆 弧 过 渡 ,并 且 在 结构 允许 的 范围 内 , 尽 可 能 用 半径 大 
的 圆 弧 。 

对 于 有 应 力 集中 的 构件 ,往往 可 利用 降低 许 用 应 力 的 办 法 来 进行 强度 计算 。 但 由 于 不 
同 材料 对 应 力 集中 的 敏感 程度 不 同 ,在 某 些 情况 下 可 以 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 

图 2-40(a) 所 示 为 塑性 材料 制 成 的 带 孔 板 条 , 因 塑 性 材料 有 届 服 阶段 ,当局 部 的 最 大 应 
JI owsx 达 到 届 服 强度 о, 以 后 ,车 继续 增加 外 力 , 则 该 处 材料 的 变形 因 届 服 流动 而 继续 增长 ， 
但 应 力 数 值 却 不 再 增 大 。 所 增 外 力 由 截面 上 还 未 届 服 的 材料 承担 ,使 截面 上 这 些 点 的 应 力 
继续 增 大 到 届 服 强度 ,如 图 2-40(b) 所 示 。 这 样 就 限制 了 最 大 应 力 的 数值 ,并 使 截面 上 的 应 
力 逐 渐 趋 于 平均 。 可 见 届 服 现象 有 缓和 应 力 集中 的 作用 。 因 此 ,在 设计 中 ,对 于 用 塑性 材料 
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ay 


(b) (с) 


图 240 


制 成 的 构件 ,在 静 载 作 用 下 ,可 以 不 考虑 应 力 集中 对 强度 的 影响 。 然 而 ,由 脆性 材料 制 成 的 
构件 ,情况 就 不 同 了 。 因 为 脆性 材料 没有 屈服 阶段 , 当 载荷 逐渐 增加 时 ,最 大 应 力 点 的 应 力 
值 一 直 领 先 , 直 到 其 值 达到 强度 极限 后 ,构件 将 首先 在 该 处 产生 断裂 ,在 裂纹 根部 又 产生 更 
严重 的 应 力 集中 ,使 裂纹 迅速 扩大 而 导致 构件 断裂 。 可 见 ,脆性 材料 制 成 的 构件 对 应 力 集中 
是 很 敏感 的 。 因 此 ,即使 在 静 载 荷 下 ,也 必须 考虑 应 力 集中 的 影响 。 不 过 也 有 例外 ,如 有 些 
脆性 材料 的 内 部 本 来 就 严重 不 均匀 ,存在 不 少 孔 隙 和 缺陷 ,例如 ,含有 大 量 片 状 石墨 的 灰 铸 
铁 , 其 内 部 不 均匀 性 和 和 孔隙 等 已 造成 严重 的 应 力 集中 ,而 构件 形状 尺寸 所 引起 的 应 力 集中 则 
处 于 次 要 地 位 。 测 定 这 些 材 料 的 强度 指标 时 ,已 包含 了 内 部 应 力 集中 的 影响 ,自然 降低 了 强 
度 极限 和 许 用 应 力 。 因 此 ,计算 工作 应 力 时 ,构件 外 形 所 引起 的 应 力 集中 就 可 以 不 再 考 
ЕТ. 

以 上 讨论 是 针对 构件 在 静 载荷 作用 下 的 情况 。 当 构件 在 动 载荷 作用 下 ,不 论 是 塑性 材 
料 还 是 脆性 材料 , 均 应 考虑 应 力 集中 的 影响 ,此 问题 将 在 以 后 专门 讨论 。 


2.10 剪 切 和 挤 压 的 实用 计算 


在 工程 实际 中 ,常会 遇 到 剪 切 问题 。 例 如 常用 的 销 (图 2-41), 
螺栓 (图 2-42) PRECE 2-43) 等 连接 件 都 是 主要 发 生 剪 切 变形 的 构 
件 。 这 类 构件 的 受 力 和 变形 特点 是 : 作用 在 构件 两 侧面 上 的 横向 外 
力 的 合力 大 小 相等 ,方向 相反 ,作用 线 相 距 很 近 , 致 使 两 力 间 的 横 截 
面 发 生 相 对 错 动 ,这 种 变形 形式 称 为 剪 切 。 发 生前 切 变 形 的 截面 称 
为 前 切面。 

剪 切 构件 在 剪 切 变形 的 同时 常 伴随 着 其 他 形式 的 变形 。 例 如 ， 
图 2-42 所 示 螺 栓 上 的 两 个 外 力 下 并 不 沿 同一 条 直线 作用 ,它们 形成 
一 个 力 偶 ,要 保持 螺栓 平衡 ,必然 还 有 其 他 的 外 力作 用 ,如 图 2-44 所 
示 。 这 就 出 现 了 拉 伸 .弯曲 等 其 他 形式 的 变形 。 但 这 些 附 加 的 变形 
一 般 都 不 是 影响 剪 切 构件 强度 的 主要 因素 ,可 以 不 加 考虑 。 
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2-42 


图 2-43 图 2-44 


2.10.1 剪 切 的 实用 计算 
1. 内 力 计 算 


如 图 2-45(a) 所 示 ,两 钢板 用 螺栓 连接 后 承受 拉力 下 作用 ,螺栓 的 受 力 如 图 2-45(b) 所 
示 。 若 作用 力 下 过 大 , 则 螺栓 可 沿 着 剪 切面 m 一 m 被 剪断 。 和 欲求 剪 切 面 上 的 内 力 , 可 应 用 
截面 法 假想 地 将 螺栓 沿 剪 切 面 m 一 m 分 为 两 部 分 , 取 其 中 一 部 分 作为 研究 对 象 , 受 力 如 
图 2-45(c) 所 示 。 由 平衡 条 件 可 知 ,在 前 切面 内 必然 有 与 外 力 大 小 相等 .方向 相反 的 内 力 存 
在 ,这 个 内 力 叫做 剪 力 ,用 Fs 表示 , 它 是 剪 切面 上 分 布 内 力 的 总 和 ,其 大 小 为 
Е-Е 


2. 切 应 力 计 算 BER 


因 在 剪 切 面 上 切 应 力 的 实际 分 布 情况 比较 
复杂 ,因此 工程 实际 中 , 切 应 力 的 计算 常 采用 实 
用 计算 法 , 即 假设 切 应 力 在 剪 切 面 上 均匀 分 布 。 
于 是 剪 切面 上 的 切 应 力 为 


= Ез 


А (2-20) 


т 


式 中 ,A 为 剪 切 面 面 积 。 

按 此 假设 计算 出 的 平均 切 应 力 称 为 名 义 切 
应 力 。 

为 了 确保 受 剪 构件 安全 可 靠 地 工作 ,要 求 
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其 工作 时 的 切 应 力 不 得 超过 许 用 值 。 因 此 其 强度 条 件 为 


r= 8 <[ç) (2-21) 


式 中 ,[r] 为 材料 的 许 用 切 应 力 ,其 值 等 于 剪 切 破坏 时 材料 的 极限 切 应 力 除 以 安全 因数 。 

虽然 名 义 切 应 力 公 式 求 得 的 切 应 力 值 并 不 反映 剪 切 面 上 切 应 力 的 精确 理论 值 , 它 仅 是 
前 切面 上 的 “平均 切 应 力 ”, 但 对 于 用 低 碳 钢 等 塑性 材料 制 成 的 连接 件 , 当 变 形 较 大 而 临近 破 
坏 时 ,前 切面 上 切 应 力 的 变化 规律 将 逐渐 趋 于 均匀 。 而 且 , 满 足 式 (2-21) 时 ,显然 不 至 于 发 
生前 切 破坏 ,从 而 满足 工程 实用 的 要 求 ,因此 此 式 在 工程 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 。 


【 例 2-13】 如 图 2-46 所 示 装 置 常 用 来 确定 胶 接 处 的 剪 切 强度 。 若 已 知 破坏 时 的 载荷 
为 10kN , 试 求 胶 接 处 的 极限 切 应 力 。 


解 : (1) 计算 内 力 
取 构 件 1 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-46(b) 所 
F K.H FJ P 


| УЕ, =0, 2Б„—Е=0 
В В 得 


© 2 
(2) 计算 应 力 
由 图 2-46(a) 知 , 胶 接 处 的 胶 颖 面积 即 为 剪 切 
面积 ,其 大 小 
А = 0.03 X 0.01 = 3 X 10™ (т?) 


У 


胶 接 处 的 极限 切 应 力 为 


_ Е _ 5X1% _ А Е 
r= 7° = тот = 16.7 X 10 (Ра) = 16. 7(MPa) 


【 例 2-141 如 图 2-47 所 示 的 销 钉 连 接 中 ,构件 A 通过 安全 销 C 将 力 偶 矩 传递 到 构件 
В. В МИЯ Е=2КМ.Ж JJ W K 1=1. 2m, 构 件 B 的 直径 D=65mm, 销 钉 的 极限 切 应 力 
z, 二 200MPa, 求 安全 销 所 需 的 直径 。 
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解 : (1) 计算 应 力 
取 构 件 B 及 安全 销 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-47(b) 所 示 , 由 平衡 方程 
Умо=о, FsD=M.=F 
可 得 传 到 销 子 上 的 剪 力 


_м_2ж1.2 _ 
Ез = = уве = 36. 92(kN) 


(2) 计算 直径 
当 安 全 销 截面 上 的 切 应 力 达 到 极限 值 时 , 销 钉 被 剪断 , 即 
= Е Fs 


r= = = т 


А ча/а ° 


所 以 安全 销 的 直径 为 


АЕ Л X 36. 92 X 10° 
= = = 0. 015 ) = 15.3 ) 
а JE x X 200 X 10° 53(m 15. 3(mm 


2.10.2 挤 压 的 实用 计算 


图 2-45 所 示 的 螺栓 连接 中 ,在 螺栓 与 钢板 相互 接触 的 侧面 上 ,将 发 生 彼此 间 的 局 部 承 
压 现象 , 称 为 挤 压 。 作 用 在 接触 面 上 的 压力 称 为 挤 压 力 , 记 为 Fu。 挤 压力 的 大 小 可 根据 被 
连接 件 所 受 的 外 力 , 由 平 衔 方 程 求 得 。 当 挤 压 力 过 大 时 ,可 能 引起 螺栓 压 扁 或 钢板 在 孔 缘 奈 
皱 ,从 而 导致 连接 松动 而 失效 ,如 图 2-48 所 示 。 

挤 压力 的 作用 面 称 为 挤 压 面 , 由 挤 压 力 而 引 
起 的 应 力 叫做 挤 压 应 力 , 以 mu 表示。 因 挤 压 应 力 
在 挤 压 面 上 的 分 布 比 较 复 杂 , 在 工程 实际 中 , 常 采 
用 实用 计算 方法 , 即 认为 挤 压 应 力 在 挤 压 面 上 是 
均匀 分 布 的 。 因 此 挤 压 应 力 可 按 下 式 计算 ， 
= Еһ 

Аһ 

式 中 ,Anw 为 挤 压 面 面 积 。 当 接触 面 为 圆柱 面 时 ， | 
计算 挤 压 面 面 积 取 实 际 接触 面 在 直径 平面 上 的 投 
影 面 积 , 即 Au 一 必 ,如 图 2-49(b) 所 示 。 分 析 表 
BJ; 这 类 圆柱 状 连 接 件 与 钢板 孔 壁 间接 触 面 上 的 挤 压 应 力 沿 圆柱 变化 情况 如 图 2-49(a) 所 
示 。 而 式 (2-22) 所 得 的 挤 压 应 力 与 接触 面 中 点 处 的 实际 最 大 挤 压 应 力 很 接近 。 当 接触 面 
为 平面 时 , 挤 压 面 面 积 就 是 实际 接触 面 的 面积 。 


Obs 


图 2-48 
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为 了 确保 构件 正常 工作 ,要 求 构件 工作 时 所 引起 的 挤 压 应 力 不 得 超过 许 用 值 , 因 此 挤 压 
强度 条 件 为 


= Fn < [оь] (2-23) 


Obs 
bs 


Җи [оь ] 为 材料 的 许 用 挤 压 应 力 , 其 值 可 从 有 关 设 计 规 范 中 查 得 。 
注意 , 挤 压 应 力 是 在 连接 件 和 被 连接 件 之 间 相 互 作用 的 。 因 而 , 当 两 者 材料 不 同时 ,应 
校 核 其 中 许 用 压 应 力 值 较 低 的 材料 的 挤 压强 度 。 
【 例 2-15】 一 销 钉 连接 如 图 2-50(a) 所 示 。 已 知 外 力 下 =18kN ,被 连接 的 构件 A AB 
的 厚度 分 别 为 1== 8mm ЖЕ а = 5mm. Т 4 а = 15mm. ЕТМ [т] = 60МРа, 
[о ]=200МРа, АВЕ НЕТ БЕ o 


(b) 
Е? | F/2 
F 


nFs 


1 ШЕ 


n 


(c) (d) 


解 : (1) 校 核 剪 切 强度 
取 销 钉 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 图 2-50(b) 所 示 。 用 截面 m 一 m 和 nn 一 n 假想 将 销 钉 沿 前 
切面 截 开 (图 2-50(c)) ,由 平衡 方程 可 得 两 个 剪 切 面 上 的 剪 力 Fs 均 为 


由 式 (2-20) 有 


Fs F 18 000 
A 2А 2xX (15х10 3)? /4 


= 51 X 10°(Ра) = 51(МРа) < [=] 


т 


(2) 校 核 挤 压强 度 
图 2-50(b) 中 的 力 下 和 下 /2 均 为 侧面 上 的 挤 压 力 。 因 挤 压 部 分 的 长 度 上 小 于 两 边 的 长 
度 之 和 21, 故 应 取 长 度 为 1 的 中 间 一 段 来 进行 挤 压强 度 校 核 (图 2-50(d) ) 。 
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由 式 (2-22) 有 
Po Ë 18000 _ 
A. d 15 X 8X 105 
= 1.50 X 10* Ра) = 150(MPa) < [or] 
故 销 钉 安 全 。 


【 例 2-16] 如 图 2-51(a) 表 示 齿 轮 用 平 键 和 轴 连 接 。 已 知 轴 的 直径 为 4= 70mm, #Ë 
的 尺寸 为 6XhX1 二 20mmX12mmX100mm ,传递 的 扭转 力 偶 矩 M.=2kN + m, ІМІЕЛІ 
MEJI [=]=60МРа, [оь, ]=100МРа. АЖ Е. 


k= жын 
EA дин 
(а) (b) 
图 2-51 


解 : (1) 校 核 剪 切 强度 
将 平 键 沿 一 n 截面 分 成 两 部 分 , 取 下 面部 分 和 轴 作 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-51(b) 
所 示 。 由 平衡 方程 


Mm = o, в,.4-м, 
得 
M. 
B= SP 
由 式 (2-20) 有 
„— Fs _ 2M, 2 x 2000 
А ` bid — 20 X 100 70x10” 
= 28.6 X 105 (Ра) = 28. 6(MPa) < [с] 
满足 剪 切 强度 条 件 。 


(2) 校 核 挤 压强 度 
取 n 一 n 截面 以 上 部 分 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 2-51(c) 所 示 ,平衡 方程 为 
УР. = 0, Е-Е, 
由 式 (2-22) 有 


F. Fs 2M. 4M. 4 X 2000 
A,  hl/2 dlh/2 аһ 70 X 100 X 12 X 10 ° 


= 95. 3 X 10° (Ра) = 95. 3(МРа) < [on] 


бы 


满足 挤 压强 度 。 
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思考 题 
21 思考 题 2-1 图 所 示 构件 中 ,哪些 属于 轴 向 拉 伸 或 轴 向 压缩 ? 
| [ F Р 22 жайла = Ps MENR. NJ 
ej | 0 6->6, 还 能 否 适用 ? 
2-3 因 抗 拉 ( 压 ) 杆 件 纵向 截面 (x 一 90") 上 的 
正 应 力 等 于 零 , 所 以 垂直 于 纵向 截面 方向 的 线 应 变 
也 等 于 零 。 这 种 说 法 对 吗 ? 
24 为 什么 说 低 碳 钢材 料 经 过 冷 作 硬化 后 , 比 
F F 例 极限 提高 而 塑性 降低 ? 材料 塑性 的 高 低 与 材料 的 
(а) (b) (е) (d) ”使 用 有 什么 关系 ? 
ашына 2-5 ”弹性 模 量 的 物理 意义 是 什么 ? 若 低 碳 铀 
的 弹性 模 量 Е, = 210СРа, 混凝土 的 弹性 模 量 Е, = 
28GPa, 试 求 下 列 各 项 ， 


(1) 横 截 面 上 的 正 应 力 о 相等 的 情况 下 , 钢 和 混凝土 杆 的 纵向 应 变 e 之 比 ; 

(2) 在 纵向 应 变相 等 的 情况 下 , 钢 和 混凝土 杆 模 截面 上 的 正 应 力 o 之 比 ; 

(3) 当 纵 向 应 变 e 二 0.000 15 时 , 钢 和 混凝土 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 的 值 。 

2-6 打印 机 的 色 带 是 将 一 定 长 度 的 条 形 带 两 端 对 接 后 形成 的 环形 带 。 试 问 : 在 思考 
题 2-6 图 (a)、(b) 所 示 的 两 种 对 接 缝 中 , 哪 种 更 好 ? 为 什么 ? ЯЗ Е ВЕНЕ СЬ) а 取 什么 角 
度 为 好 ? 再 观察 实际 色 带 的 对 接 缝 ,证 实 你 的 分 析 正 确 与 否 。 


(а) (b) 
思考 题 2-6 图 


2-7 若 在 受 力 物体 内 某 点 处 ,已 测 得 x ЯП у 方向 两 方向 均 有 线 应 变 ,试问 在 + 和 y 两 
方向 是 否 必 有 正 应 力 ? 若 测 得 仅 工 方向 有 线 应 变 , 则 是 否 y 方向 必 无 正 应 力 ? 若 测 得 x 和 
y 方向 均 无 线 应 变 , 则 是 否 x 和 y 方向 都 必 无 正 
应 力 ? 

2-8 直径 相同 的 铸铁 圆 截面 杆 , 可 设计 成 思考 
题 2-8 图 (a)、(b) 两 种 结构 形式 ,试问 哪 种 结构 所 承 a 
受 的 载荷 下 大? 为 什么 ? 

2-9 指出 图 示 结 构 中 ,哪些 是 超 静 定 结构 。 

2-10 思考 题 2-10 图 所 示 的 带 有 和 孔 或 裂缝 的 拉 
杆 中 ,应 力 集中 最 严重 的 是 哪个 杆 ? ((a)、(b) 为 穿 透 
Ж; (c)、(d) 为 穿 透 细 裂 颖 。) 

2-1 电线 杆 拉 索 上 的 低压 资质 绝缘 子 已 设计 思考 题 2-8 图 
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— — 


ИЕН 


(а) (с) (4) 


思考 题 2-9 


的 一 种 受 力 状 况 如 图 所 示 。 但 瓷 是 脆性 材料 , 抗 拉 强度 极限 较 低 ,容易 被 拉 断 。 你 能 改进 这 
一 设计 吗 ? 

2-12 落地 移 门 配 有 落地 门帘 。 为 了 移动 门帘 ,在 门 项 部 设置 水 平 圆 杆 。 在 圆 杆 上 套 
进 多 个 小 圆 环 ,将 门帘 上 端的 小 铁 钩 勾 在 各 圆 环 的 下 方 , 就 可 以 拉动 门帘 ,如 图 所 示 。 试 问 : 
用 木材 加 工 这 些小 圆 环 是 否 合适 ? (从 木材 的 各 向 异性 考虑 


F 
(a) (b) (с) (4) Е 
思考 题 2-10 图 思考 题 2-11 图 思考 题 2-12 图 


2-13 指出 思考 题 2-13 图 中 构件 的 剪 切面 和 挤 压 面 。 
2-14 如 图 所 示 ,铜板 与 钢 柱 均 受 压力 作用 ,试问 何 处 应 考虑 压缩 强度 ? 何 处 应 考虑 
挤 压强 度 ? 应 对 哪个 构件 进行 挤 压 强度 计算 ? 为 什么 ? 


思考 题 2-13 图 思考 题 2-14 图 
习题 


2-1 (1) 求 图 示 各 杆 1—1.2—2.3—3 截面 的 轴 力 ; 
(2) 作出 各 杆 的 轴 力 图 。 
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3 60KN 2 30kN 1 


题 2-1 图 


2-2 在 题 2-1 图 (d) 中 ,di 二 ds 二 24mm,d; 二 15mm, 试 用 图 线 表示 横 截面 上 的 应 力 沿 
轴线 的 变化 情况 。 

2-3” 试 求 图 示 阶 梯 状 直 杆 横 截面 1 一 1、2 一 2、 和 3 一 3 上 的 轴 力 ,并 作 轴 力图 。 若 横 截 
面 面 积 А, 二 200mm? , А, =300 тт? ,A; 二 400mm? , 求 各 横 截 面 上 的 应 力 。 

2-4 图 示 杆 件 ,承受 轴 向 载荷 下 作用 。 该 杆 由 两 根木 杆 粘 接 而 成 , 若 欲 使 粘 接 面 上 的 
正 应 力 为 其 切 应 力 的 2 倍 , 则 粘 接 面 的 方位 角 0 应 为 何 值 ? 


т 
Е “2 F 
ын 
题 2-3 图 题 2-4 图 


2-5 石 砌 桥墩 身高 /二 10m, 其 截面 尺寸 如 图 所 示 。 若 载荷 F=1000kN ,材料 的 密度 
0 二 23kN/mi , 求 墩 身 底部 模 截 面 上 的 压 应 力 。 

2-6 (1) 试 证 明 受 轴 向 拉 伸 (压缩 的 圆 截面 杆 横 截面 沿 圆周 方 
向 的 线 应 变 e, 等 于 其 直径 的 相对 变化 ss 。 

(2) 一 根 直 径 为 4 二 10mm 的 圆 截面 杆 ,在 轴 疝 拉力 下 作用 下 , 直 
径 减 小 0.0025mm, 若 材料 的 弹性 模 量 下 王 210GPa, 横 向 变形 因数 „= 
0. 3 , 试 求 轴 向 拉力 F. 

(3) 空心 圆 和 截面 杆 , 外 直径 D==120mm, 内 直径 d= 二 60mm。 材 料 的 


у 横向 变形 因数 kw 一 0. 3, 当 其 受 轴 向 拉 伸 时 ,已 知 纵向 线 应 变 s= 0. 001, 
求 此 时 的 壁 厚 。 


= 27 某 拉 伸 试 验 机 的 结构 示意 图 如 图 所 示 , 设 试验 机 的 CD 杆 与 

题 2-5 图 试 件 AB 的 材料 同 为 低 碳 钢 , 其 o, = 200МРа. б, = 240МРа, o = 
400MPa ,试验 机 最 大 拉力 为 100kN。 

а) 用 这 一 试验 机 作 拉 伸 试验 时 , 试 样 直 径 最 大 可 达 多 大 ? 

(2) 著 设 计时 取 试 验 机 的 安全 因数 a 二 2, 则 CD 杆 横 截 面 面 积 为 多 少 ? 

(3) 车 试 样 直 径 4 二 10mm. 今 欲 测 弹性 模 量 E, 则 所 加 载荷 最 大 不 能 超过 多 少 ? 
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2-8 图 示 结 构 由 圆 截 面 杆 1 与 杆 2 组 成 ,并 在 节点 A 承受 载荷 下 =8OkN 作用 。 杆 1、 
Fr 2 的 直径 分 别 为 d, =30mm 和 ds: 一 20mm, 两 杆 材料 相同 ,屈服 极限 o, 二 320MPa, 安 全 因 
数 n, 二 2.0。 试 校 核 结构 的 强度 。 


题 2-7 图 题 2-8 图 


2-9 图 示 杆 件 结构 中 ,1、2 杆 为 木 制 ,3、4 杆 为 钢 制 。 已 知 1、2 杆 的 横 截 面 面 积 A = 
A,=4000mm° ,3、4 Ж ШИЖ! А, = A, =800тт?; 1,2 杆 的 许 用 应 力 [os]=20MPa， 
3.4 杆 的 许 用 应 力 [o,]= 二 120MPa。 试 求 结构 的 许可 载荷 LF]。 

2-10 ”在 图 示 杆 系 中 ,BC 和 BD 两 杆 的 材料 相同 ,上 且 抗 拉 和 抗 压 许 用 应 力 相 等 , 同 为 
[co]。 为 使 杆 系 所 用 材料 最 省 ‚ВК ЕЛ 0 的 值 。 


题 2-9 图 题 2-10 图 


2-11 受 轴 向 拉力 下 作用 的 蒲 壁 杆 如 图 所 示 。 已 知 该 杆 材 料 的 弹性 常数 为 Е р, ЖК 
C.D 两 点 间距 离 改 变量 бор. 

2-12 图 示 双 杆 夹 紧 机 构 , 需 产生 一 对 20kN 的 夹 紧 力 , 试 求 水 平 杆 AB М ВС 和 
BD 的 横 截 面 直径 。 已 知 : 该 三 杆 的 材料 相同 ,[o] 二 100MPa,a 二 30”。 


F 


>. 
b. 


题 2-11 图 题 2-12 图 


КЕЛЕТ: 


2-13 图 示 杭 架 , 杆 1 为 圆 截面 钢 杆 , 杆 2 为 方 截面 木 杆 ,在 节点 A 承受 载荷 下 ЕЛІ. 
试 确定 钢 杆 的 直径 d 与 木 杆 截面 的 边 宽 2。 已 知 载荷 Е = 50КМ, W ЙУ ЕЛУ A [0.1 = 
160MPa, 木 的 许 用 应 力 [ow ] 二 10MPa。 

2-14 图 示 实 心 圆 钢 杆 AB ЖАС 在 A 点 作用 有 铬 直 向 下 的 力 二 35kN。 已 知 AB 杆 
和 AC 杆 的 直径 分 别 为 dj 二 12mm 和 d= 二 15mm, 钢 的 弹性 模 量 E= 210GPa, ЖАЖА 点 在 
铬 垂 方向 的 位 移 。 


题 2-13 图 题 2-14 图 


2-15 设 横梁 ABCD 为 刚体 。 横 截面 面积 为 76. 36mm? 的 钢 索 绕 过 无 摩擦 的 滑轮 。 
设 下 二 20kN, 试 求 钢 索 内 的 应 力 和 C 点 的 垂直 位 移 。 设 钢 索 的 E=177GPa。 
2-16 МЖА, В, ЖА, B, 的 材料 相同 ,它们 的 长 度 和 横 截 面 面 积 A ӘНІН, А,В, 


杆 承 受 作用 在 端点 的 集中 载荷 ,A, Bs 杆 承 受 沿 杆 长 均匀 分 布 的 载荷 ,其 集 度 为 т.м 


比较 两 杆 积蓄 的 应 变 能 。 
1 i 
В, В; 
Е 
(а) 


Eñ 2-15 图 Eñ 2-16 图 


(b) 


2-17 已 知 混凝土 的 密度 02. 25X103kg/ms , 许 用 压 应 力 [oj 二 2MPa, 试 按 强度 条 件 
确定 图 示 混 凝 土 柱 所 需 的 横 截 面 面 积 А, 和 A,。 若 混凝土 的 弹性 模 量 = 20СРа, ЩЖ 
Tñ A 的 位 移 。 

2-18 ”图 示 简单 杆 系 ,其 两 杆 长 度 均 为 /= 二 3m, 横 截面 面积 A 二 10cm? ,材料 的 应 力 - 应 
变 关系 如 图 (b) 所 示 ,Ei =70GPa, E, 二 10GPa。 试 分 别 计算 当下 二 80kN 和 下 二 120kN 时 ， 
节点 B 的 位 移 。 
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题 2-17 题 2-18 图 


2-19 打 入 粘土 的 木 桩 长 为 工 , 顶 上 载荷 为 下 。 设 载荷 全 由 摩 氛 力 承担 ,上 且 沿 木 桩 单位 
长 度 的 摩擦 力 太 按 抛物 线 = Ку? 变化 ,其 中 为 常数 。 若 F=420kN,L=12m, A= 
640cm? ,下 二 10GPa, 试 确定 常数 人 ,并 求 木 桩 的 缩短 量 。 

2-20 一 术 架 受 力 如 图 所 示 。 各 杆 件 由 两 等 边 角 钢 组 成 。 已 知 材料 的 许 用 应 力 [oj]= 
170MPa, 试 选择 AC 和 CD 的 角钢 型 号 。 


题 2-19 图 题 2-20 图 


2-21 由 五 根 钢 杆 组 成 的 杆 系 如 图 所 示 , 各 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 500mm°, Е = 
200GPa, 设 沿 对 角 线 方向 作用 一 对 20kN 的 力 , 试 求 A、C 两 点 的 距离 改变 。 

2-22 图 示 栓 架 由 三 根 钢 杆 组 成 ,各 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 A= 300mm ,弹性 模 量 E = 
200СРа,Е=15КМ. WOR С 点 的 垂直 及 水 平 位 移 。 


15т | 


ӛт 


ER 2-21 图 题 2-22 图 


2-23 ”结构 受 力 如 图 所 示 , 杆 件 AB、CD、EF、GH 都 由 两 根 不 等 边 角 钢 组 成 ,已 知 材料 
的 许 用 应 力 [o] 二 170MPa, 试 选择 各 杆 的 截面 型 号 ,并 分 别 求 点 D.C、A 处 的 位 移 Ap 、Ac、 


W nana 


AsA。 已 知 材料 的 弹性 模 量 E=210GPa, F AC, EDG 可 视 为 刚性 的 。 
2-24 在 题 2-21 中 , 若 AB МАС 两 杆 的 直径 并 未 给 出 ,但 要 求 下 力作 用 点 A 无 水 平 
位 移 , 求 两 杆 直径 之 比 。 


2-25 图 示 两 端 固定 杆 件 , 承 受 轴 向 载荷 作用 。 试 求 支 反 力 与 杆 内 的 最 大 轴 力 ,并 画 
轴 力 图 。 

2-26 图 示 结 构 , 杆 1 和 杆 2 的 弹性 模 量 均 为 已 , 横 截 面 面 积 均 为 A, 梁 BC 为 刚体 , 载 
f 下 二 20kN, 许 用 拉 应 力 [oj 二 160MPa, 许 用 压 应 力 [cj] 二 110MPa。 试 确定 各 杆 的 横 截 面 


题 2-25 图 题 2-26 图 


2-27 两 根 材料 不 同 但 截面 尺寸 相同 的 杆 件 , 同 时 固定 连接 于 两 端的 刚性 板 上 , 且 
E, > E, , 若 使 两 杆 都 为 均匀 拉 伸 , 试 求 拉力 下 的 偏心 距 e。 
2-28 在 图 示 结 构 中 ,假设 AC 梁 为 刚 杆 , 杆 1.2、3 的 横 截 面 面 积 相等 ,材料 相同 。 试 


求 三 杆 的 轴 力 。 
A Е РА ` 
Е Й =, ДЕ F 
f Е / 
题 2-27 图 题 2-28 图 


2-29 图 示 支 架 中 的 三 根 杆 材料 相同 , 杆 1 的 横 截面 面积 为 200mm’ , 杆 2 为 300mm , 
杆 3 为 400mm*。 车 下 二 30kN, 试 求 各 杆 内 的 应 力 。 
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2-30 图 示 刚 性 梁 受 均 布 载荷 作用 , 梁 在 АХ. (E В AM C 点 由 两 根 钢 杆 BD 和 
CE 支承 。 已 知 钢 杆 BD 和 CE 的 横 截 面 面 积 A: 一 200mm 和 Ai 一 400mm , 钢 的 许 用 应 力 
[oj 二 170MPa, 试 校 核 钢 杆 的 强度 。 


题 2-29 图 题 2-30 图 


2-31 横 截 面 为 250mmX250mm 的 短 木 柱 , 用 四 根 40mmX40mmX5mm 的 等 边 角 钢 
加 固 , 并 承受 压力 下 作用 ,如 图 所 示 。 已 知 角钢 的 许 用 应 力 [ojs 二 160MPa, 弹 性 模 量 Ең = 
200GPa; 木材 的 许 用 应 力 [oJ 二 12MPa, 弹 性 模 量 Ех 二 10GPa。 试 求 短 木 柱 的 许可 载荷 [Fj]。 

2-32 两 钢 杆 如 图 所 示 , 已 知 截面 面积 А, = 1ст°. A; = 2cm° ; 材料 的 弹性 模 量 E = 
210СРа, КЖ а,=12.5Х107*/С 。 当 温度 升 高 30'C 时 , 试 求 两 杆 内 的 最 大 应 力 。 


题 2-31 图 


2-33 ”图 示 杆 系 的 两 杆 同 为 钢 杆 ,E 二 200GPa,a 二 12.5X 
10“/*C。 两 杆 的 横 截 面 面 积 同 为 10cm. 4 ВС 杆 的 温度 降低 
20°С ,而 BD 杆 的 温度 不 变 , 试 求 两 杆 的 应 力 。 

2-34 ЖІ. Е, = 210СРа, an = 12. 5 X 10°*/°С, 
А, =30сп?. FF 2 Е, Е, =105СРа, ав =19Х107*/С,А,= 
30ст°„ #1 Е=5ОКМ. # АВ 为 刚 杆 , 且 始 终 保持 水 平 ,试问 
温度 是 升 高 还 是 降低 ?并 求 温度 的 改变 量 AT, 题 2-33 图 

2-35 一 阶梯 形 杆 ,其 上 端 固定 ,下 端 与 刚性 底面 留 有 空隙 A 二 0. 08mm。 上 段 为 铜 ， 
А, =40ст? ‚Е, =100GPa; РВ, Л, =20ст?, Е, =200СРа. М: 

(1) 下 力 等 于 多 少时 ,下 端 空 阶 恰 好 消失 ? 

(2) F=500kN 时 ,各 段 内 的 应 力 值 为 多 少 ? 

2-36 ”在 图 示 杆 系 中 ,AB 杆 比 名 义 长 度 略 短 ,误差 为 $。 若 各 杆 材料 相同 、 横 截面 积 相 
等 , 试 求 装配 后 各 杆 的 轴 力 。 
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题 2-34 图 题 2-35 


2-37 水平 的 刚性 横梁 AB 上 部 由 杆 1 和 杆 2 悬挂 ,下 部 由 铵 支 座 C 支承 ,如 图 所 示 。 
由 于 制造 误差 , 杆 1 的 长 度 短 了 6=1. 5mm。 已 知 两 杆 的 材料 和 横 截面 面积 均 相 同 ,是 E, = 
Е, 二 200GPa,Al 二 As 二 A。 试 求 装配 后 两 杆 的 应 力 。 

2-38 一 结构 如 图 所 示 。 刚 性 杆 吊 在 材料 相同 的 钢 杆 1 和 2 上 ,两 杆 横 截面 面积 比 为 
Ai : A: 一 2, 弹 性 模 量 Е=200СРа„ МНЕ 1 Ж Т A=0. 1mm, #F 1 和 刚性 杆 连接 后 ,再 
加 载荷 F 王 120kN。 已 知 许 用 应 力 [o]=160MPa, 试 选择 各 杆 的 面积 。 


am „щш 
题 2-37 图 题 2-38 图 


2-39 试 确定 图 示 连 接 杆 或 接头 中 的 剪 切面 和 挤 压 面 。 


FNR 
F 
РА 
M. М, 
ceny 
5 
(а) 


Es 2-39 图 


2-40 一 螺栓 连接 如 图 ,已 知 下 二 200kN,6 二 2cm, 螺 栓 的 许 用 应 力 [] 二 80MPa, 试 求 
螺栓 的 直径 。 

2-41 试 校 核 图 示 拉 杆 头 部 的 剪 切 强 度 和 挤 压强 度 。 已 知 D— 32mm, d = 20mm 和 
h=12mm, НЕЙ УЕ ЕЛУ JI [= ] = 100МРа, ЕЕ J оь, ]= 240МРа 
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题 2-40 图 


2-42 图 示 螺 钉 受 拉力 正 作 用。 已 知 材料 的 剪 切 许 用 应 力 [ 相 和 拉 伸 许 用 应 力 [oj 之 间 
的 关系 约 为 [zj 一 0. 6[o], 试 求 螺钉 直径 d 与 钉 头 高 度 的 合理 比值 。 

2-43 图 示 圆 截面 杆 件 , 承 受 轴 向 拉力 下 作用 。 设 拉杆 的 直径 为 d , 端 部 墩 头 的 直径 为 
,高 度 为 h, 试 从 强度 方面 考虑 ,建立 三 者 间 的 合理 比值 。 已 知 许 用 应 力 [oj] 二 120MPa, 许 
用 切 应 力 [dj] 二 90MPa, 许 用 挤 压 应 力 [6%] 二 240MPa。 


题 2-43 图 


2-44 图 示 凸 缘 联 轴 节 传递 的 力 偶 矩 为 M. 二 200N，m, 凸 缘 之 间 用 四 只 螺栓 连接 , 螺 
栓 内 径 d 二 10mm, 对 称 地 分 布 在 D, = 80mm ИУ Я Е. ИЩЕМ МЫ [=] = 
60MPa , 试 校 核 螺栓 的 剪 切 强度 。 


题 2-44 图 
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2-45 如 图 所 示 木 桦 接头, 已 知 a=b=12cm,h=35cm.c=4.5cm,F=40kN, ЖЖ 
头 的 切 应 力 和 挤 压 应 力 。 

2-46 用 两 个 锦 钉 将 140mmX 140mm X 12mm 的 等 边 角 钢 钾 接 在 立柱 上 ,构成 支 托 。 
若 F=30kN , 锦 钉 的 直径 为 21mm, 试 求 锦 钉 的 切 应 力 和 挤 压 应 力 。 


题 2-46 图 


2-47 正方形 截 面 的 混凝土 柱 , 其 横 截 面 边 长 为 200mm, 其 基底 为 边 长 a = 1m 的 正方 
形 混凝土 板 。 柱 承受 轴 向 压力 下 =100kN, 如 图 所 示 。 假 设 地 基 对 混凝土 板 的 支 反 力 为 均 
匀 分 布 ,混凝土 的 许 用 切 应 力 为 [rt] 二 1. 5MPa', 问 为 使 柱 不 穿 过 板 , 混 凝 土 板 所 需 的 最 小 厚 
度 :应 为 多 少 ? 

2-48 由 贴 角 焊 缝 连接 的 搭 接 接头 如 图 所 示 , 受 拉力 正 作用。 已 知 钢板 的 许 用 应 力 
[oJ] 二 160MPa, 爆 缝 许 用 应 力 [tj] 二 120MPa, 试 求 侧 爆 颖 的 长 度 1。 


题 2-47 图 题 2-48 图 


3.1 概述 


扭转 是 杆 件 变形 的 基本 形式 之 一 。 工 程 实际 中 , 主要 发 生 扭 转变 形 的 例子 很 多 ,例如 ， 
汽车 转向 轴 ( 图 3-1)、 钻 杆 (图 3-2) 及 各 种 机 器 的 传动 轴 等 。 这 类 杆 件 的 受 力 特点 是 : ТЕЗЕ 
直 于 杆 件 轴线 的 不 同 平面 内 ,受到 若干 外 力 偶 的 作用 。 其 变形 特点 是 : 杆 件 的 轴线 保持 不 
动 , 各 横 截 面 绕 杆 件 轴线 相对 转动 。 这 种 变形 称 为 扭转 变形 。 任 意 两 横 截 面 绕 轴 线 相 对 转 
过 的 角度 称 为 扭转 角 , 用 表示 (图 3-3). 


M. 
м, Ms 
⁄ CO 
GE Ё 
图 3-1 图 3-2 图 3-3 


以 扭转 为 主要 变形 的 杆 件 习 惯 上 称 为 轴 。 工 程 上 还 有 一 些 构件 ,如 电动 机 主轴 、 车 床 主 
轴 等 ,它们 除了 发 生 扭 转变 形 外 还 有 弯曲 变形 ,这 类 问题 将 在 组 合 变形 中 介绍 。 

本 章 重点 讨论 圆 轴 扭转 问题 ,这 是 工程 中 最 常见 、 最 简单 的 扭转 问题 ,同时 也 是 唯一 能 
用 材料 力学 的 方法 解决 的 扭转 问题 。 对 非 圆 截 面 杆 件 的 扭转 ,将 简单 介绍 一 些 按 弹性 力学 
方法 求 得 的 结果 。 


3.2 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 的 内 力 


3.2.1 外 力 偶 矩 的 计算 


为 了 研究 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 和 变形 ,必须 首先 计算 出 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 及 横 截 面 
上 的 内 力 。 但 是 ,在 工程 实际 中 ,作用 于 轴 上 的 外 力 偶 矩 并 不 是 直接 给 出 的 ,给 出 的 往往 是 
轴 所 传递 的 功率 P 和 转速 wn。 因 此 ,必须 利用 功率 、 转 速 和 力 偶 间 的 关系 ,计算 出 作用 在 轴 
上 的 外 力 偶 矩 。 计 算 公式 为 
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M. = 9549 P(N + m) (3-1) 


式 中 ,M. 一 一 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 ,单位 是 牛顿 。 米 CN + m); 

P 一 一 轴 所 传递 的 功率 ,单位 是 千瓦 (kW); 

nn 一 一 轴 的 转速 ,单位 是 转 /分 (r/min)。 

至 于 外 力 偶 矩 的 转向 ,由 于 主动 轮 带 动 轴 转 动 , 故 主动 轮 上 的 外 力 偶 矩 转向 和 轴 的 转向 
相同 ,而 从 动 轮 上 的 外 力 偶 矩 和 轴 的 转向 相反 。 


3.2.2 扭矩 及 扭矩 图 


在 求 出 作用 于 轴 上 的 所 有 外 力 偶 矩 后 , 即 可 用 截面 法 研究 横 截 面 上 的 内 力 。 图 3-4(a) 
所 示 的 圆 轴 , 受 外 力 偶 M. 的 作用 , 现 和 欲求 任 意 横 截面 п-п 上 的 内 力 。 为 此 ,假想 地 将 圆 轴 
沿 该 截面 分 成 、 呈 两 段 ,并 取 I 段 作为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 3-4(b) 所 示 。 
м, м, 


п 
үт N П 
ЕЮ 
т 
ЕЧ В 
RE 


由 平衡 条 件 > M, = 0 有 
Т-М,-0. ВТ = М. 
下 即 为 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 上 的 内 力 ( 亦 称 内 力 偶 ) КУ. СЕТ, ІП fE n—n 截 
面 上 相互 作用 的 分 布 内 力 系 的 合力 偶 矩 。 

若 取 开 段 作为 研究 对 象 ,用 同样 的 方法 求 出 n 一 n 截面 上 的 扭矩 ,将 与 上 面 所 得 扭矩 的 
大 小 相等 ,但 转向 相反 (图 3-4(c))。 为 使 左右 两 段 求 出 的 同一 横 截 面 上 的 扭矩 符号 一 致 ， 
现 将 扭矩 的 正 负 号 规定 如 下 : 按 右手 螺旋 法 则 将 扭矩 工 表示 为 矢量 , 当 矢 量 的 方向 与 截面 
的 外 法 线 方向 一 致 时 ,T 为 正 ; 反之 为 负 。 根据 这 一 规则 ,在 图 3-4 中 ,一 ”截面 上 的 扭矩 ， 
无 论 从 左 侧 计 算 ,还 是 从 右 侧 计算 ,其 结果 均 为 正 。 

若 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 多 于 两 个 , 则 在 不 同 的 横 截 面 上 ,扭矩 值 将 各 不 相同 。 为 表示 横 
截面 上 的 扭矩 随 横 截 面 位 置 的 变化 情况 ,以 便 确 定 危险 截面 的 位 置 , 同 轴 力 图 一 样 , 可 作 扭 矩 
图 。 扭 矩 图 的 绘制 方法 见 例 题 , 且 习惯 将 正 的 扭矩 画 在 水 平 坐标 轴 的 上 方 , 负 的 画 在 下 方 。 

【 例 3-1] 一 传动 轴 如 图 3-5(a) 所 示 。 主 动 轮 A 的 输入 功率 Ps 二 36kW, 从 动 轮 B. 
C.D 的 输出 功率 分 别 为 P, = Pe= 11kW., Pp = 14kW , 4h h9 ЖО п= 300r/min, bk imi Hi 
该 轴 的 扭矩 图 。 
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图 3-5 
解 : (1) 计算 外 力 偶 
根据 式 (3-1) 可 得 
M.a = 9549 РА = 9549 x 36 = 1146(N + m) 
n 300 
вза РЕ ор 11 
M.s = M.c = 9549 9549 X 350(N + m) 
n 300 
Pp vu 14 
Мо = 9549 — = 9549 X 300 = 446(N + m) 


(2) 计算 各 截面 扭矩 

在 ВС 段 内 , 沿 任意 截面 1 一 1 将 轴 截 开 . 并 取 左 段 为 研究 对 象 , 其 受 力 如 图 3-5(b) 所 
示 , 由 平衡 方程 

УМ, =0. T,+M. = 0 
得 
T, =— М =— 350М - т 

负 号 表明 假设 扭矩 转向 与 实际 转向 相反 。 

在 СА 段 内 , 沿 任意 截面 2—2 将 轴 截 开 , 并 取 左 段 为 研究 对 象 ,其 受 力 如 图 3-5(c) 所 
示 , 由 平衡 方程 

УУМ, =0, T,+M.-+M< = 0 

得 
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T, =— Me — Мі =— 700(N • m) 
在 AD 段 内 , 沿 3 一 3 截面 将 轴 截 开 , 如 图 3-5(d) 所 示 , 由 平衡 方程 得 
T, = М = 446N“。m 
(3) 画 扭 矩 图 
建立 图 3-5(e) 所 示 的 坐标 系 , 横 坐 标 表示 横 截 面 的 位 置 , 纵 坐标 表示 所 对 应 的 横 截 面 
上 的 扭矩 , 便 可 绘 出 扭 失 与 截面 位 置 的 关系 曲线 , 即 扭矩 图 。 由 图 可 知 , 最 大 扭矩 发 生 在 
CA 段 内 ,其 值 为 
Tmax = 700КМ • т 
注意 : ПОЛЕ А Я. УКП ВЕ, ЯБАЛАК, UM 
换 各 轮 的 位 置 , 如 将 图 3-5(a) 中 的 A 轮 与 D 轮 对 调 ,此 时 轴 的 扭矩 图 如 何 ? 哪 种 情况 下 轴 
的 受 力 更 为 合理 ? 请 读者 分 析 。 


3.3 薄 壁 圆 简 的 扭转 
3.3.1 横 截面 上 各 点 的 切 应 力 


图 3-6(a) 所 示 等 厚度 薄 壁 圆 简 ,其 壁 厚 ó 远 远 小 于 其 平均 半径 (г<). 为 研究 横 
截面 上 各 点 的 应 力 情况 , 受 扭 前 在 其 表面 画 上 一 系列 等 距离 的 圆周 线 和 与 简 轴 线 平 行 的 纵 
向 线 (图 3-6(a)) ,然后 在 两 端面 施加 外 力 偶 ,使 其 产生 扭转 变形 (图 3-6(b))。 实 验 观 察 到 
的 现象 是 : 

(1) 各 圆周 线 绕 杆 件 轴 线 转 过 不 同 的 角度 ,但 其 大 小 、 形 状 以 及 任意 两 相 邻 圆周 线 的 距 
离 均 未 改变 ; 

(2) 各 纵向 线 仍然 相互 平行 ,但 都 倾斜 了 同一 个 角度 y, 使 受 扭 前 的 矩形 小 方 格 变 为 靶 
形 ( 图 3-6(b))。 

由 此 ,可 以 推断 : 

(1) 薄 壁 圆 简 扭转 时 , 任 一 横 截 面 上 各 点 均 无 正 应 力 , 只 有 切 应 力 (图 3-6(c))。 


(2) 同一 圆周 上 各 点 处 的 切 应 变 y 均 相等 , 且 发 生 在 垂直 于 半径 的 平面 内 。 由 此 可 见 ， 
任 一 横 截 面 且 同一 圆周 线 上 各 点 的 切 应 力 相 等 ,上 且 垂 直 于 各 点 所 在 的 半径 。 

此 外 , 因 薄 壁 圆 简 壁 厚 很 小 ,可 以 认为 切 应 力 沿 壁 厚 均 匀 分 布 。 这 样 , 横 截面 тт 的 
ADRI x 轴 之 矩 为 2rr。6rr( 图 3-6(c)) ,考虑 图 3-6(c) 所 示 部 分 圆 简 的 平衡 , 则 有 


М. = 2xr ° бег 
故 横 截 面 上 各 点 的 切 应 力 为 
(м. 
21" ó 
由 于 m—m КІШ F ЗН Т=М. ВСЕ Г 9 
-- ір (3-2) 


3.3.2 切 应 力 互 等 定理 


用 分 别 相距 dz .dy 的 两 个 横 截 面 和 两 个 纵 截 面 从 圆 简 中 截取 一 单元 体 , 如 图 3-6(d) 所 
示 。 由 于 圆 简 横 截 面 上 有 切 应 力 存在 , 故 在 单元 体 左 、 右 两 侧面 有 切 应 力 r, 根 据 平衡 方程 
XOF, = 0, 该 两 侧面 上 的 切 应 力 必定 数值 相等 但 方向 相反 ,于 是 便 组 成 一 个 力 偶 ,其 矩 为 
(rody)dz, 使 单元 体 具有 顺 时 针 转 动 的 趋势 ,为 使 单元 体 保持 平衡 , 故 在 其 上 下 两 个 侧面 上 
必然 有 切 应 力 r 存在 ,由 平衡 方程 >) Е, = 0 可 知 ,该 两 侧面 上 的 切 应 力 必 等 值 反 向 ,于 是 
也 组 成 了 一 个 力 偶 , 其 矩 为 (xsdz)dy 。 由 平衡 方程 >'M。 = 0 得 

(redy)dr 一 (rsdz)dy 
即 
r= (3-3) 

上 式 表 明 : 在 单元 体 相 互 垂直 的 两 个 面 上 , 切 应 力 必 然 成 对 存在 ,大 小 相等 ; 且 均 垂直 
于 这 两 平面 的 交 线 ,方向 或 同时 指向 或 同时 背离 这 一 交 线 。 这 就 是 切 应 力 互 等 定理 。 这 一 
定理 具有 普遍 意义 。 

上 述 单 元 体 中 ,四 个 侧面 只 有 切 应 力 而 无 正 应 力 的 受 力 情 况 , 称 为 纯 剪 切 。 


3.3.3 剪 切 胡 克 定律 


在 上 述 纯 剪 切 单元 体 中 ,由 于 四 个 侧面 上 的 切 应 力 ,使 原来 的 一 个 正六 面体 变形 成 一 个 
平行 六 面体 ,如 图 3-6(e) 所 示 , 即 产生 了 剪 切 变形 ,使 原来 两 
条 相互 垂直 的 线段 改变 了 一 个 角度 , 即 切 应 变 y. 38 plug ae r 
圆 简 的 扭转 实验 ,可 得 到 材料 在 纯 剪 切 状 态 下 切 应 力 与 切 应 
变 之 间 的 关系 曲线 ,如 图 3-7 所 示 。 实 验 结果 表明 : 当 切 应 
2) rt< 材 料 的 剪 切 比例 极限 z, 时 , 切 应 力 г 和 切 应 变 y 成 正 
比 。 即 


т = СУ (3-4) 
ОЙЛЕ ВЕДАЯ ЕДЕ. 。 式 中 G 称 为 材料 的 切 变 模 量 ,单位 与 
EE 相同 ,其 值 可 通过 实验 测定 。 常 见 材料 的 G 值 见 表 3-1. 
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表 3-1 常见 材料 的 G 值 
材料 钢 铸铁 铜 я 木材 
G 值 /GPa 80 一 81 45 40 一 46 26 一 27 0.55 


至 此 ,本 书 已 引用 了 材料 的 三 个 弹性 常数 , 即 弹性 模 量 已 ` 切 变 模 量 G 和 泊 松 比 x。 对 

各 向 同性 材料 ,可 以 证 明 , 三 者 具有 下 列 关系 : 
G=— Е _ 
2а 十/ 


可 见 , 材 料 的 三 个 弹性 常数 并 不 独立 ,只 要 知道 任意 两 个 , 另 一 个 即 可 由 上 式 确定 。 
3.4 圆 轴 扭转 的 应 力 及 强度 条 件 


3.4.1 圆 轴 扭转 时 的 应 力 


研究 圆 轴 扭转 时 的 应 力 ,与 研究 薄 壁 圆 简 扭转 时 的 应 力 一 样 ,首先 要 明确 横 截 面 上 存在 
什么 应 力 ,分 布 规律 怎样 ,以 便 确 定 最 大 应 力 , 进 行 强度 计算 。 为 此 必须 综合 研究 几何 ,物理 
和 静 力 等 三 方面 的 关系 。 


1. 变形 几何 关系 


(3-5) 


1) 实验 研究 

为 了 确定 圆 轴 横 截 面 上 的 应 力 及 分 布 规律 ,可 从 实验 出 发 ,观察 圆 轴 扭转 时 的 变形 。 正 
如 薄 壁 圆 简 一 样 , 受 扭 前 ,在 轴 的 表面 画 上 一 系列 的 圆周 线 和 纵向 线 , 然 后 在 其 两 端 施加 外 
力 偶 M., 使 其 产生 扭转 变形 ,如 图 3-8(a) 所 示 ( 变 形 前 的 纵向 线 用 虚线 表示 ) ,得 到 与 薄 壁 圆 
简 扭 转 时 相似 的 现象 。 


2) 平面 假设 
根据 所 观察 到 的 现象 ,可 假设 : 圆 轴 受 扭 时 各 横 截 面 如 同 刚性 平面 一 样 绕 轴线 转动 ,其 


形状 .大 小 不 变 , 半 径 仍 为 直线 ,上 且 两 相 邻 横 截 面 间 的 距离 不 变 。 这 就 是 圆 轴 扭转 时 的 平面 
假设 。 巾 此 可 知 , 圆 轴 扭转 时 ,其 横 截 面 上 各 点 无 正 应 力 , 仅 有 切 应 力 。 

下 面 分 析 横 截面 上 各 点 的 切 应 变 的 变化 规律 ,为 此 假想 地 用 两 个 横 截 面 mw 一 m Жи —n 
从 轴 上 取出 长 为 dz 的 一 个 微 段 ,如 图 3-8(b) 所 示 。 若 截面 n 一 n 对 截面 m 一 m 的 相对 转角 
为 dp; 由 平面 假设 可 知 ,截面 一 x 上 的 任 一 半径 Oa 也 转 过 dg 角 达 到 Oa', 这 时 圆 轴 表面 
的 纵向 线 ad 倾斜 了 一 个 角度 y,y 就 是 d 点 的 切 应 变 。 由 图 3-8(b) 可 得 


— aa’ _ Rdg _ p de 
~ аа Е. =R G) 
同 理 可 得 在 任意 半径 o 处 的 切 应 变 为 (图 3-8(c)) 
二 
У, ра, (b) 


显然 , 切 应 变 发 生 在 重 直 于 半径 的 平面 内 。 

式 (D) 就 是 圆 轴 扭 转 时 切 应 变 沿 半径 方向 的 变化 规律 。92 是 扭转 角 9 WË = 轴 的 变化 
率 ,对 指定 截面 而 言 , 各 为 一 定 值 。 由 式 (b) 可 知 , 横 截面 任 一 点 的 剪 应 变 у, 与 该 点 到 圆心 
的 距离 p 成 正比 。 


2. 物理 关系 
由 剪 切 胡 克 定 律 , 当 切 应 力 т<т 时 , 切 应 力 z 与 切 应 变 y 成 正比 , 即 
т = бу (c) 
将 式 (b) 代 入 式 (c) 得 
r, = Gy, = Gp $£ (d) 


式 (d) 为 横 截 面 上 各 点 切 应 力 分 布 规律 的 表达 式 。 它 表明 横 截 面 上 任 一 点 切 应 力 的 大 小 与 
该 点 到 圆心 的 距离 o 成 正比 ,方向 垂直 于 半径 。 其 分 布 规律 如 图 3-9 所 示 。 


3. 静 力 关系 


如 图 3-10 所 示 , 在 横 截面 上 距 圆心 为 p 处 取 一 微 面积 dA ,其 上 作用 有 微 内 力 zdA, 它 对 
圆心 O 的 微 力矩 为 pr。dA .在 整个 截面 上 ,由 mdA 所 构成 的 微 内 力 系 向 O 点 的 简化 结果 为 


fe zodA ,这 就 是 该 截面 上 的 扭矩 , 即 


r= [р-а (e) 
А 


А 


Tg /” 


图 39 图 3-10 
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将 式 (d) 代 入 式 (e) ,得 
т-аШ рал = GS, D 
整理 得 
Че = ¿r (3-6) 


(Сї) 2003-6) І, 是 圆 截 面 对 圆 心 的 极 惯性 矩 , 
将 式 (3-6) 代 入 式 (d) 得 
= г. (3-7) 


71 


这 就 是 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 任 一 点 切 应 力 的 计算 
由 式 (3-7) 可 知 , 当 po=R 时 , 即 在 圆 截 面 周 


点 处 处 ,有 最 大 切 应 力 存在 ,该 值 为 
_TR_ T 


或 
(3-8) 
式 中 W, 二 1,/R, 称 为 抗 扭 截面 系数 。 

需要 指出 的 是 , 式 (3-7) 和 式 (3-8) 是 以 平面 假设 为 基础 导出 的 。 实 验 结果 表明 ,只 有 
对 横 截 面 不 变 的 圆 轴 ,平面 假设 才 是 正确 的 。 所 以 ,这 些 公 式 只 适用 于 等 直 圆 杆 ,对 圆 截面 
沿 轴 线 变化 不 大 的 小 锥 度 杆 ,也 可 近似 使 用 。 此 外 ,在 导出 上 述 公 式 时 利用 了 剪 切 胡 克 定 
律 , 故 公 式 只 适用 于 弹性 范围 内 。 


3.4.2 I, MW, 的 计算 


1. 实心 圆 轴 
如 图 3-11(a) 所 示 ,在 距 圆心 o 处 取 厚 为 do 的 圆 环 ,其 微 面积 dA 二 2xpdp, 于 是 
р/2 4 
1, = faa = f 2z dp = 50 (3-9) 
抗 扭 截面 系数 为 
1 
一 TD4 
_ _ 32“ xD? _ 
W, = 1,/К 万 16 (3-10) 
2. 空心 圆 轴 н 
如 图 3-11(b) 所 示 , 用 同样 方法 可 求 得 | © 
рз © а = 
n= | oaa = | җе | 
= (гуи м 
= 350—4) | 


(а) 


= ба Ж 
= 32 (1,479 (3-11) 图 зи 
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式 中 ,a=d/D。 
抗 扭 截面 系数 为 
1 
ра — at) 
W, = I/R = 32 D sa at) (3-12) 
К 
з. 强度 条 件 


为 了 确保 圆 轴 不 因 强度 不 足 而 破坏 ,必须 限制 其 最 大 切 应 力 ty 不 超过 材料 的 许 用 切 

应 力 。 对 等 直 圆 杆 ,t 发 生 在 | 本 |。。, 所 在 截面 的 周边 各 点 处 ,强度 条 件 为 
ta = S <t] (3-13) 
对 变 截 面 圆 轴 ,tw 发 生 在 何 处 ,请 读者 思考 。 

在 静 载 情况 下 ,[rj 与 [oj 的 大 致 关系 如 下 : 

塑性 材料 : [r]=0.5~0. 6)[o] 

脆性 材料 : [=] = 0. 8——1)[о] 

与 轴 向 拉 压 的 情况 相似 ,利用 上 述 强度 条 件 可 解决 强度 校 核 ` 设 计 截 面 尺 寸 及 确定 许可 

载荷 三 方面 的 计算 问题 。 

【 例 3-2] 如 图 3-12(a) 所 示 阶 梯 状 圆 轴 ,AB 段 直径 4, = 120тт, ВС 段 直 径 d, = 
100тт, ЗН ИВ Ma =22КМ + п. М.в =36kN * т. М.с = 14kN 。m。 已 知 材料 的 
许 用 切 应 力 [可 =80MPa, 试 校 核 轴 的 强度 。 

解 : (1) 计算 扭矩 。 

用 截面 法 可 求 得 AB.BC 段 的 扭矩 分 别 为 

АВ № Т,=22КМ.т 
ВС № Т, =— 14АКМ * т 


其 扭矩 图 如 图 3-12(b) 所 示 。 Ми Mes мо 
(2) 强度 计算 ПР 
АВВ mD 22 x 10° A ИГ № 


W, (9/16) X (0. 123° 
= 64.84 X 10° (Ра) = 64. 84(МРа) < [z] (ы 6 
Т; 14 X 10° ° 
ВСЁ ты з 14 
We (x/16) x (0.1) тич) 
= 71.3 X 10° (Pa) = 71. 3(MPa) < [=] 


因此 ,该 轴 满 足 强度 要 求 。 ТЕ 


【 例 3-3〗 某 传动 轴 , 轴 内 的 扭矩 T—1.5kN 。m, 若 许 用 切 应 力 [z] 王 50MPa, 试 按 下 
列 两 种 方案 设计 轴 的 截面 尺寸 ,并 比较 其 重量 。 

(1) 实心 圆 截面 轴 ; 

(2) 空心 圆 截 面 轴 , 其 а=0.9. 
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解 : (1) 设计 实心 圆 截 面 轴 的 直径 
由 式 (3-13) 可 得 


工 хоз Т 
s= S 
Marr P лє ерл 
于 是 有 
3 3 
16T 16 X 1.5 X 10° 
x қ 
D> [Т [505108 0. 0535 в) 
取 
D = 54mm 
(2) 空心 轴 的 内 、 外 径 
由 式 (3-13) 可 得 

х0} 4 Т 

(二 — = 

16 (1—at) > [= 
即 

3 3 
16Т 16 X 1.5 х 10° 
=> в 
Pi >Ja мою Jz a 0.9) x50 x10 一 0 0763m) 

取 


D, = 76mm 
因为 а=0.9.Ш 4=68mm, 
(3) 重量 比 
因 材 料 .长度 均 相 同 , 故 二 者 重量 之 比 8 便 等 于 其 面积 之 比 , 即 


p= (Di = xzD* _ 0.076° — 0. 068° 
4 4 0.054° 


由 此 可 见 ,空心 轴 远 比 实心 轴 轻 ,其 减轻 重量 .节约 材料 是 显而易见 的 , 究 其 原因 ,读者 可 从 
横 截面 上 的 应 力 分 布 规 律 去 考虑 。 


3.5 圆 轴 扭转 的 变形 及 刚度 条 件 


3.5.1 圆 轴 的 扭转 变形 
如 前 所 述 ,所 谓 扭转 变形 的 特点 就 是 指 任 意 两 模 截面 绕 轴线 发 生 相 对 转动 , 即 产 生 相 对 
转角 亦 即 扭转 角 е. 
由 式 (3-6) 可 得 ,dz 微 段 的 扭转 变形 为 
Т 


dy = Bl 


因此 ,长 为 7 的 两 横 截 面 间 的 相对 扭转 角 ç 为 
p= | А-а (3-14) 


一 0. 395 


由 此 可 见 , 对 于 等 截面 圆 轴 , 当 工 为 常量 时 , 则 式 (3-14) 亦 可 改写 为 
_ T 
бт, 


(3-15) 


这 就 是 计算 扭转 变形 的 基本 公式 。 计 算出 的 ?用 弧度 (rad) 表 示 。 该 式 表明 : 扭转 角 p 与 
HET AK /成 正比 ,与 GIs 成 反比 。 其 中 GI, 称 为 圆 轴 的 抗 扭 刚度 。 
车 在 计算 长 度 ! 范围 内 ,T 与 也 为 变量 , 则 应 分 段 或 积分 计算 。 


3.5.2 刚度 条 件 
式 (3-15) 中 的 扭转 角 е 与 长 度 ! ЖЯ p 值 的 大 小 并 不 能 真实 反映 扭转 变形 的 程度 ,在 
工程 中 ,常用 单位 长 度 的 扭转 角 来 衡量 扭转 变形 , 即 


= do Т Е 
# = 4 = сг (3-16) 


凶 的 单位 是 弧度 / 米 (rad/my) 。 

为 了 确保 圆 轴 能 正常 工作 , 除 要 满足 强度 条 件 外 ,还 要 限制 轴 的 变形 。 限 制 变 形 的 条 件 
即 为 刚度 条 件 。 在 扭转 问题 中 ,通常 要 求 最 大 的 单位 长 度 扭 转角 wo 不 得 超过 规定 的 许 用 
(4 1. В 


Фм» = ст < [е1 (3-17) 
RP [p JARAKE. TER Co AIRCOM Шз (3-17) Ж 
Par = К xi < [9] ГО (3-18) 


[Ly] 一 般 根据 对 机 器 的 精度 要 求 、 载 荷 的 性 质 和 工作 情况 而 定 ,可 以 从 有 关 和 手册 中 查 
得 。 利 用 刚度 条 件 式 (3-17) 和 式 (3-18) 同 样 可 以 进行 刚度 校 核 , 设 计 截 面 尺寸 .确定 许可 
载荷 三 方面 的 计算 。 

СЯ 3-4] 一 传动 轴 如 图 3-13(a) 所 示 , 其 转速 为 208r/min, 主 动 轮 A 的 输入 功率 Pa 
一 6kW, 从 动 轮 В.С 的 输出 功率 分 别 为 Ps 二 4kW,Pc 二 2kW。 已 知 轴 的 许 用 应 力 [rj]= 
30MPa, 单 位 长 度 许 用 扭转 角 [y ] 二 1()/m, 切 变 模 量 G 二 80GPa, 试 按 强度 条 件 和 刚度 
条 件 设计 轴 的 直径 。 


解 : (1) 计算 外 力 偶 秆 ü 


HAGIDA | “(= “(А (0) 
Ma = 9549 Ра = 9549 х 26 = 275.4(М- m) Ua - 


Мів = 9549 Рь 9549 Х E 183. 6(N • т) ТИМ. т) 
п 208 


Ме 9549 Рс = 9549 x 2 91.8(N • т) 
п 208 


(2) 扭矩 计算 ы 
利用 截面 法 可 得 АВ, AC 两 段 的 扭矩 分 
别 为 


图 3-13 


Tas = 183.6N +m 
T, =—91.8N + m 
其 扭矩 图 如 图 3-13(b) 所 示 , 由 此 可 知 
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Tmax = 183.63 * m 
(3) 按 强度 条 件 设 计 轴 的 直径 
由 式 (3-13) 可 得 


Т, xD? 
не > 
[z] ’ ы 16 — 


3 3 
16Т, 16 X 183.6 = 
> max е з 
D> РЕ 25530 10% 31.5 X 107 (т) = 31. 5(mm) 


(4) 按 刚度 条 件 设 计 轴 的 直径 
据 式 (3-18) 可 得 


W, > 


于 是 有 


4 
Ты „180 py 7D' > Ты „180 


> ， == 
> rh 32 -elol a 
于 是 有 
4 4 
32 X Tmax X 180 32 X 183. 6 X 180 Е 
> max 3 = 
D > Gly Те 80X10 Xi X1 34 X 10 ° (m) = 34(mm) 


为 了 同时 满足 轴 的 强度 和 刚度 条 件 , 故 轴 的 直径 应 取 为 D=34mm, 
可 见 ,该 轴 的 设计 是 由 刚度 条 件 控制 的 。 由 于 刚度 是 大 多 数 轴 类 构件 的 主要 矛盾 ,所 以 
用 刚度 作为 控制 因素 的 轴 是 相当 普遍 的 。 
【 例 3-5】 如 图 3-14 所 示 圆 锥 形 轴 ,两 端 承受 外 力 偶 矩 M. 的 作用 。 设 轴 长 为 1, 左右 
两 端 直径 分 别 为 di 和 d, ,材料 的 切 变 模 量 为 C, 试 计算 轴 的 扭转 角 po 


解 : 设 x 截面 的 直径 为 &Cz), 则 其 极 惯性 
ж» 


Дй 
p=) “(а da) 


32 32 1 
利用 截面 法 可 得 + 截面 的 扭矩 
Т = М, 
由 式 (3-14) ,可 得 扭转 角 为 
ЙЕ» š 32М, 32M.1 101 
Ф dx 一 тах = 37-23 
Га | Gafa, ұФ rte) 3Gx (d; ma а) 


【 例 3-61 阶梯 轴 AB 两 端 固定 (图 3-15).C 处 受 外 力 偶 矩 M. 作用 , 若 轴 的 抗 扭 刚度 
分 别 为 : AC Ét GI p ‚ВС Ét GI, , 试 求 该 轴 两 端的 支 反 力 偶 矩 。 
Ж: 设 两 端的 支 反 力 偶 矩 分 别 为 Ma 和 Ma ,如 图 所 示 。 此 轴 在 三 个 力 偶 矩 作用 下 保持 
平衡 , 静 力 平衡 方程 为 
УМ, =0, М,--М,-М,-0 (a) 
一 个 平衡 方程 中 有 两 个 未 知 量 , 故 为 一 次 超 静 定 问题 , 需 建立 一 个 补充 方程 。 
由 图 可 知 , 轴 的 两 端 固定 , 故 两 端 截 面 的 相对 扭转 角 为 零 , 即 


Pa = 0. pa + фев = 0 (b) 
物理 方程 为 
— Mah —_ Мы» 
тес. е” жі 
将 上 式 代 入 式 (b) 得 补充 方程 
T 
Malı Мы: =0 (c) 
Gia Gia м, 
联 立 式 (a)、(c) , 求 得 图 = 
5 = 
Tat 1,1 ІМ, 
М А pitz M. M. ph 月 
š Inl: + Iph қ Inl: +121 
图 3-15 


结果 为 正 ,说 明 图 示 支 反 力 偶 的 转向 与 实际 转向 相同 。 


36 圆 轴 扭转 时 的 应 变 能 


当 圆 杆 受 到 外 力 偶 矩 作用 发 生 扭转 变形 时 , 杆 内 将 积蓄 应 变 能 。 下 面 从 纯 剪 切 单元 体 
的 变形 人手 ,推导 扭转 应 变 能 的 计算 公式 。 

图 3-16 所 示 是 从 构件 取出 的 受 纯 剪 切 的 单元 体 ,假设 单元 体 左 侧面 固定 , 右 侧 面 上 的 
HIH rdydx, 因 有 剪 切 变形 , 右 侧 面向 下 错 动 的 距离 为 Ydr。 现 给 切 应 力 一 个 增 量 dr, 相 
应 切 应 变 的 增 量 则 为 dy, 右 侧面 向 下 的 位 移 增 量 便 为 dydz。 因 此 剪 力 rdydx 在 位 移 dydz 
上 所 做 的 功 为 rdydz， dydz 。 其 总 功 应 为 


dW = Гаа .dydz 


图 3-16 
由 于 单元 体内 所 积蓄 的 应 变 能 ау, 数值 上 等 于 dW , 故 
dV, = dW = [zavaz . ауах = (Гев) ау 
式 中 dV=drdydz 为 单元 体 的 体积 。 因 此 单位 体积 内 的 应 变 能 (应 变 能 密度 ) 为 o, 


w = не = “тау (3-19) 
这 表明 ,vw ET y 曲线 下 的 面积 。 当 ст, 时 ,rz 与 7 成 线性 关系 ,于 是 有 
== ug (3-20) 


2 


бі. 
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ІҢ rz 一 GY, 上 式 也 可 写成 


=l, = i 
u =-= 55 (3-21) 


求 得 杆 件 任 一 点 处 的 应 变 能 密度 о, 后 ,整个 杆 件 的 应 变 能 V, 即 可 由 积分 计算 ， 
V, = [К = [| сала» 
式 中 ,V 为 杆 件 的 体积 ; A 为 杆 件 的 面积 ; ! 为 杆 长 。 
Т. 为 常数 时 ,将 式 (3-21) 代 入 ,同时 由 НШІ? 


v. = | | зала = а) [чл = sor, (3-22) 

以 上 应 变 能 表达 式 也 可 利用 外 力 功 与 应 变 能 数值 上 相等 的 关系 ,直接 从 作用 在 杆 端的 

外 力 偶 М, 在 杆 发 生 扭转 过 程 中 所 做 的 功 W 算得 。 当 杆 在 线 弹 性 范围 内 工作 时 ,截面 妃 相 

对 于 A 的 相对 扭转 角 9 与 外 力 偶 矩 M. 在 加 载 过 程 中 旦 线性 关系 ,如 图 3-17 所 示 。 仿 照 轴 
向 拉 压 应 变 能 公式 的 推导 方法 , 即 可 导出 以 上 应 变 能 表达 式 。 


图 3-17 


【 例 3-7] 如 图 3-18(a) 所 示 为 工程 中 常用 来 起 缓冲 、 减 振 或 控制 作用 的 圆柱 形 密 轿 
螺旋 弹簧 ,承受 轴 向 压 ( 拉 ) 力 的 作用 。 设 弹簧 的 平均 半径 为 尺 , 簧 杆 的 直径 为 4, 弹簧 的 
有 效 圈 数 ( 即 除去 两 端 与 平面 接触 的 部 分 后 的 圈 数 ) 为 ” 簧 杆 材料 的 切 变 模 量 为 C。 试 
在 簧 杆 的 斜 度 小 于 5, 且 筑 圈 的 平均 直径 D БЕН а 大 得 多 的 情况 下 ,推导 弹簧 
的 应 力 和 变形 的 计算 公式 。 


(b) (с) (4) 


图 3-18 


解 : (1) 应 力 的 计算 
用 截面 法 沿 簧 杆 的 任 一 横 截 面 假想 地 截取 其 上 半 部 分 (图 3-18(b)) ,并 取 其 为 研究 对 
象 , 其 受 力 如 图 3-18(b) 所 示 。 因 a 二 5°, 为 研究 方便 ,可 视 为 零度 ,于 是 簧 杆 的 截面 就 在 包 
含 弹簧 截面 轴线 ( 即 外 力 下 的 作用 线 ) 的 纵向 平面 内 。 由 平衡 方程 便 可 求 得 截面 上 的 内 力 
分 量 为 通过 截面 形 心 的 前 力 
Е = F 
及 扭矩 
Т = ЕК 
作为 近似 解 , 可 略 去 剪 力 Fs 所 对 应 的 切 应 力 , 且 当 СЕТТЕ 


WJ. В СЗ-8) EA SR ЕВ ВИТ F О САН Р Y EJI zw BI 
T _ ЕК _ 16ЕК 
Так “ұу, хр тй 
16 

由 上 式 算出 的 最 大 切 应 力 是 偏 低 的 近似 值 。 

(2) 变形 计算 

试验 表明 ,在 弹性 范围 内 ,压力 下 与 变形 (压缩 量 ) 成 正比 , 即 正 与 的 关系 是 一 条 和 斜 
直线 ,如 图 3-18(c) 所 示 ,由 此 可 得 外 力 所 做 功 为 


w= Lra (а) 
现 计 算 弹 簧 内 的 应 变 能 。 如 图 3-18(b) 所 示 ,在 簧 丝 横 截 面 上 的 任意 点 的 切 应 力 为 
ЕР, А 
„Teo 20 1680р 
е 1; та" та" 
32 
由 式 (3-21) ,单位 体积 的 应 变 能 是 
_ 22 _ 128Е%0%? 
w = з = 一 人 (b) 
因此 弹簧 的 应 变 能 为 
К; = | vav (c) 


ЖЕНУ 为 弹簧 的 体积 。 若 以 dA 表示 簧 丝 横 截面 微 面积 ,ds 是 簧 丝 轴线 的 微 长 度 , 则 ау = 
dA + ds 一 podgdods ,将 式 (b) 代 入 式 (c) ,于 是 有 


128Е° D? 2х (4/2 пр АЕ? р? 
У, = ЕО =" ат Г Г О == z (d) 
X W=V,,TËE 
1 — 4Ё?Ї?п 
вА = са 
由 此 得 弹簧 的 变形 为 


_ 8FD?n _ 64ЕК?п 
= 一 一 一 一 < 一 一 (e) 


А Са* Са* 


р.к ИННА, 
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令 
_ ба 
к= 8Ds7 
则 式 (e) 可 以 写成 
х= £ (D 


可 见 ,k 代表 弹簧 抵抗 变形 的 能 力 , 称 为 弹簧 的 刚度 ,又 称 劲 度 系数 。 


37 ” 非 圆 截面 杆 扭转 简介 


圆 截 面 轴 是 最 常见 的 受 扭 杆 件 ,工程 中 还 经 常 遇 到 一 些 非 圆 截 面 杆 的 扭转 ,例如 矩形 截 
面 轴 等 。 


3.7.1 非 圆 截面 杆 扭转 变形 的 特点 


图 3-19(a) 所 示 为 一 矩形 截面 杆 , 受 扭 前 
若 在 其 表面 画 上 一 系列 纵向 线 及 横向 线 , 扭 
转变 形 后 , 则 发 现 横向 线 已 变 成 空间 曲线 ,如 
图 3-19(b) 所 示 。 这 样 , 原 为 平面 的 横 截 面 在 
变形 后 就 不 再 保持 为 平面 ,这 种 现象 称 为 翘 
曲 。 因 此 , 圆 轴 扭 转 时 的 计算 公式 不 再 适用 
于 非 圆 截面 杆 的 扭转 问题 。 这 类 问题 只 能 用 
弹性 力学 的 方法 求解 。 

非 圆 截面 杆 件 的 扭转 分 为 自由 扭转 和 约束 扭转 。 自 由 扭转 是 指 等 直 杆 受 扭 后 ,各 横 截 
面 的 翘 曲 不 受 任何 限制 ,任意 两 个 相 邻 截面 的 几 曲 程度 完全 相同 ,纵向 纤维 的 长 度 无 伸缩 ， 
故 横 截 面 上 仍然 是 只 有 切 应 力 而 无 正 应 力 , 如 图 3-20(a) 所 示 。 相 反 , 若 因 约 束 条 件 或 受 力 
条 件 限 制 , 引 起 受 扭 杆 件 各 截面 几 曲 程度 不 同 . 于 是 横 截 面 上 既 有 切 应 力 , 又 有 正 应 力 ,这 种 
情况 称 为 约束 扭转 ,如 图 3-20(b) 所 示 。 


(a) (b) 


= 
ЕЛ 
27 
27 = 
2222422” 


(b) 


图 3-20 


约束 扭转 所 引起 的 正 应 力 在 一 般 实体 杆 (如 矩形 .椭圆 形 杆 件 ) 中 通常 很 小 ,可 忽略 不 
计 , 但 在 薄 壁 杆 件 中 不 能 忽略 。 

本 节 直接 引用 弹性 力学 的 一 些 结果 ,并 介绍 非 圆 截面 直 杆 在 自由 扭转 时 的 最 大 切 应 力 
及 变形 的 计算 公式 。 


3.7.2 РНЕ 


由 弹性 理论 知 ,矩形 截面 杆 受 扭 时 , 横 截 面 上 最 大 切 应 力 发 生 于 长 边 中 点 ; 四 个 角 点 处 
的 切 应 力 均 为 零 ; 截面 周边 各 点 切 应 力 与 周边 平行 。 其 切 
应 力 分 布 如 图 3-21 所 示 , 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 ах. ЖИІ 
中 点 的 切 应 力 ту 及 两 端 截面 的 相对 扭转 角 o 分 别 用 下 列 公 
АНЯ: 


рен 4 Е 
р-н (3-23) 
Ti = Их (3-24) 

п = 1: (3-25) 


? = Ghb GI, 
式 中 ,a、B.v 是 系数 ,它们 的 大 小 取决 于 /2, 可 由 表 3-2 查 
得 ; GI, 是 非 圆 截面 直 杆 抗 扭 刚度 。 
表 3-2 БЕЙШЕН НЇН а ,8 和 ， 
h/b 1.0 | 1.2 | 1.5 | 2.0 | 2.5 | 3.0 | 4.0 | 6.0 | 8.0 | 10.0 | = 
а 0.208 | 0.219 | 0. 231 | 0. 246 | 0. 258 | 0.267 | 0.282 | 0.299 | 0.307 | 0.313 |0. 333 


В 0.141 | 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.307 | 0.313 |0. 333 
у 1.000 | 0.930 | 0.858 | 0.796 | 0.767 | 0.753 | 0.745 | 0.743 | 0.743 | 0.743 | 0. 743 


由 表 3-2 пру, 9 h/b>>10 时 , 即 截面 为 狭长 矩形 ,此 时 а--|ғ41/3, 


A 

H 则 式 (3-23) 和 式 (3-25) 又 可 写 为 

m. na = 1 (3-26) 
Е} ы 316" 

1 

ш p= 1 (3-27) 
= G + hb’ 


式 中 6 表示 狭长 矩形 短 边 的 长 度 。 在 其 截面 上 , 切 应 力 的 变化 规律 如 
图 3-22 图 3-22 所 示 。 图 示 表 明 : 尽管 最 大 切 应 力 仍 在 长 边 中 点 ,但 沿 长 边 各 点 
的 切 应 力 值 变化 很 小 ,接近 相等 ,只 在 靠近 角 点 处 迅速 减 小 为 零 。 
СЯ 3-8] 一 矩形 截面 杆 , 横 截面 高 /=90mm, 宽 0=60mm, 承 受 外 力 偶 矩 М, = 
2.5X10°N • m 的 作用 , 试 计算 rw。 若 改 为 截面 面积 相等 的 圆 截面 杆 , 试 比较 两 种 情况 
ЖЕЕ т» 


解 : (1) 求 和 矩形 截面 杆 的 Tmax 


用 截面 法 便 可 求 得 各 截面 的 扭矩 为 
T =M. 
由 式 (3-23) 得 
Е 25X10 33. 4 X 10° (Pa) = 33. 4(МРа) 


Тых hb: 0.231 Х 90 X 103 X (60 X 103)? 
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(2) 计算 圆 截 面 杆 的 Tmax 
由 已 知 条 件 可 知 ,Ag 一 As , 即 
xR? = h ° b = 90 X 60 = 5.4 X 10° (тт?) 
由 此 可 得 
К = 41.5mm, D = 83mm 
由 式 (3-8) 有 
2. Т 2.5х 10 
и. 16 X 83° x 10 ° 


可 见 , 在 截面 面积 相同 条 件 下 , 算 形 截面 的 最 大 切 应 力 比 加 截面 的 最 大 切 应力 要 大 。 
3.7.3 开口 薄 壁 杆 件 的 自由 扭转 


工程 结构 中 ,为 了 减轻 重量 ,广泛 采用 其 壁 厚 远 远 小 于 横 截面 其 他 两 个 方向 的 尺寸 的 杆 
件 , 即 薄 壁 杆 件 。 若 薄 壁 截面 的 壁 厚 中 线 为 一 条 不 封闭 的 折线 或 曲线 , 则 称 其 为 开口 薄 壁 


22.3 х 10°(Ра) = 22. 3(MPa) 


杆 件 ,如 图 3-23(a) 所 示 ; 否则 为 闭口 薄 壁 杆 件 ,如 一 一 
图 3-23(b) 所 示 。 Í 
开口 薄 壁 杆 件 ,如 槽 钢 、. 工 字 钢 等 ,其 截面 可 看 | 


作 由 若干 个 狭长 矩形 所 组 成 。 若 各 狭长 矩形 的 壁 厚 
相等 , 则 可 将 其 展 成 为 一 狭长 矩形 ,这 样 便 可 利用 
式 (3-26) 和 式 (3-27) 分 别 计算 最 大 切 应 力 及 扭转 角 ， @ ® 
Жр h 为 要 展开 的 截面 中 线 长 度 。 若 各 狭长 矩形 的 图 3-23 

壁 厚 不 等 ,其 最 大 切 应 力 及 扭转 角 分 别 按 下 列 公式 计算 : 


Tmax 一 


(3-28) 


Жөн. 和 6 分 别 为 各 狭长 矩形 的 长 与 宽 , 如 图 3-24 所 示 ; 6wwx 是 所 有 狭长 矩形 中 的 最 大 宽度 ; 
Tmax 发 生 在 宽度 最 大 的 狭长 矩形 的 长 边 上 。 切 应 力 方 向 与 边界 相 切 形成 环流 ,如 图 3-25 所 示 。 


4 
48 
(а) (b) 


图 3-24 图 3-25 


注意 ,在 计算 各 种 型 钢 截 面 的 I, 时 , 因 各 部 分 连接 处 有 圆 角 ,增加 了 抗 扭 刚 度 , 故 应 进 
行 修正 ,其 修正 公式 为 


= У)? 
式 中 ,7 是 修正 系数 。 角 钢 /一 1. 00,4199 y=1.12,T FA y=1.15, 工 字 钢 y=1. 20. 
3.7.4 ”闭口 薄 壁 杆 件 的 自由 扭转 


图 3-26 所 示 为 闭口 薄 壁 杆 , 设 其 壁 厚 6 为 常 
量 , 因 6 很 小 , 故 可 认为 切 应 力 沿 壁 厚 均匀 分 布 . 方 
向 沿 截面 中 线 的 切线 方向 形成 环流 。 其 切 应 力 和 扭 
转角 的 计算 公式 为 


200 
à (3-29) 
_ _Тз 
? = 16:6 


式 中 ,w 为 截面 中 线 所 围 成 的 面积 ; s 为 截面 中 线 
全 长 。 


【 例 3-9】 注 壁 杆 件 的 模 截 面 如 图 3-27 所 示 ,分别 为 开口 和 闭口 的 圆 环形 。 设 两 杆 的 
平均 半径 x AREE д 均 相 同 , 试 比较 两 者 的 最 大 切 应 力 及 扭转 角 。 


№: (1) 计算 开口 薄 壁 杆 件 的 应 力 及 变形 
环形 开口 截面 可 看 作 是 二 2xr、 宽 为 6 的 狭长 
矩形, 据 式 (3-26) 和 式 (3-27) 可 求 得 
T 3T 


l,a nrò? 
3 Ад 


тр = 


ТІ = 3N 
= = — 
GX Тт" 2nrô G 


(а) (b) Pi 
图 3-27 
(2) 计算 闭口 薄 壁 杆 的 应 力 及 变形 
闭口 截面 的 w ЖІ» 分 别 为 


өтті”, 5 = 2xr 
由 式 (3-29) 可 求 得 
КР 三 二 下 
200 2rr20 
те т 
Pe — Goð 2Grrð 
(3) 比较 
{Е T Hl 相同 的 情况 下 ,两 者 应 力 之 比 为 
T] 
6 


两 扭转 角 之 比 


5-52) 
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由 于 7 人 >6, 可 见 开口 薄 壁 杆 的 应 力 和 变形 要 远大 于 同样 情况 下 的 闭口 薄 壁 杆 。 


3-1 扭转 的 受 力 与 变形 各 有 何 特点 ? 试 举 一 扭 转 的 实例 。 
3-2 在 车 削 工件 时 (如 图 所 示 ), 工 人 师傅 在 粗 加 工时 通常 采用 较 低 的 转速 ,而 在 精 加 
工时 , 则 用 较 高 的 转速 ,为 什么 ? 


п 


思考 题 3-2 图 


3-3 由 薄 壁 圆 简 的 扭转 切 应 力 计 算 公 式 证 明 , 当 0/10 时 ,该 公式 的 最 大 误差 不 超 
过 4.77%。 

3-4 同一 圆 杆 在 思考 题 3-4 图 (a)、(b)、(c) 所 示 三 种 不 同 加 载 情况 下 ,在 线 弹 性 范围 
内 工作 , 且 变 形 微 小 ,试问 : 

(1) 图 (co) 受 力 情况 下 的 应 力 是 否 等 于 图 (a) 和 (b) 情 况 下 应 力 的 释 加 ? 变形 是 否 也 是 
如 此 ? 

(2) 图 (c) 受 力 情 况 下 的 应 变 能 У, 是 否 等 于 图 (a) 和 (b) 情 况 下 应 变 能 Vs 和 Vi 的 且 
加 ,为 什么 ? EA = 100тт, М, =5kN * m,M,=10kN • m, 

3-5 思考 题 3-5 图 所 示 的 单元 体 ,已 知 右 侧面 上 有 与 y 方向 成 9 角 的 切 应 力 r, 试 据 切 
应 力 互 等 定理 画 出 其 他 面 上 的 切 应 力 。 


思考 题 3-4 图 


3-6 由 实心 圆 杆 1 及 空心 圆 杆 2 组 成 受 扭 圆 轴 如 图 所 示 。 假 设 
在 扭转 过 程 中 两 杆 无 相对 滑动 , 若 : (1) 两 杆 材 料 相同 , 即 Gi =G; 
(2) 两 杆 材 料 不 同 ,G = 2G: , 试 绘 出 模 截 面 上 切 应 力 沿 水 平 直径 的 变 
化 情况 。 

3-7 长 为 /直径 为 d 的 两 根 由 不 同 材料 制 成 的 圆 轴 , 在 其 两 端 
作用 相同 的 扭转 力 偶 窍 М. ,试问 : 


(1) 最 大 切 应 力 та ЕНІН? 为 什么 ? 
(2) 相对 扭转 角 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
3-8 ”在 前 切实 用 计算 中 所 采用 的 许 用 切 应 力 与 许 用 扭转 切 应 力 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 


3-9 KEME EEN =E їй = R ВЕ ЖЕШ FF AO BS ИИ A RIAR o ат А ІРГЕ 
均 受 到 相同 的 一 对 和 矩 为 M. 的 扭转 力 偶 作 用 , 且 杆 在 弹性 范围 内 工作 ,试问 其 横 截 面 上 的 切 
应 力 哪个 大 ,哪个 小 ? 


思考 题 3-9 图 


习题 
3-1 下 列 各 图 中 所 示 的 切 应 力 分 布 图 是 否 正 确 ? 其 中 人 为 该 截面 上 的 扭矩 。 


Е: т 4 т 
жасы 


(а) (b) (с) (4) (е) 
题 3-1 图 
3-2 -传动 轴 作 匀速 转动 ,转速 x“ 王 200r/min, 轴 上 装 有 五 个 轮子 ,主动 轮 开 输入 的 
功率 为 GOkW. МТ, Ш. М, V 依次 输出 18kEW、12kW、22kW、8kW。 试 作 轴 的 扭 
БЕЗЕР 
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3-3 图 示 空 心 轴 受 外 力 偶 M. 的 作用 , 试 沿 其 半径 OA 画 出 在 横 截 面 和 纵 截面 上 的 切 
应 力 分 布 图 。 

34 一 钻探 机 的 功率 为 10kW ,转速 为 x 一 180r/min, 钻 杆 杀人 土 层 的 深度 1=40т, £ 
壤 对 钻 杆 的 阻力 可 以 认为 是 均匀 分 布 的 力 偶 , 试 求 此 分 布 力 偶 的 集 度 志 ,并 作出 钻 杆 的 扭 

3-5 一 实心 圆 轴 的 直径 d= 二 10cm, 极 惯性 矩 I, 二 10 О00ст“ , Н Т = 100КМ • т, 
距 圆 心 和 对 及 全 处 的 切 应 力 ,并 绘 出 横 截 面 上 的 切 应 力 分 布 图 。 


3-6 图 示 圆 截面 轴 ,AB 与 BC 段 的 直径 分 别 为 di а, Н 4, 一 4d:/3。 试 求 轴 内 的 
最 大 切 应 力 。 


M, 


题 3-3 图 题 3-4 图 题 3-6 图 


3-7 一 受 扭 薄 壁 圆 管 ,外 径 D=42mm, 内 径 4=40тт, ЗН M=500N + т, Ж 
量 G 二 75GPa。 试 计算 圆 管 横 截面 与 纵 截 面 上 的 扭转 切 应 力 , 并 计算 管 表面 纵 线 的 倾斜 角 。 

3-8 一 受 扭 薄 壁 圆 管 ,外 径 D=32mm, 094 d 二 30mm, 材 料 的 弹性 模 量 Е = 200СРа, 
泊 松 比 w=0.25。 设 圆 管 表面 纵 线 的 倾斜 角 У=1. 25X10“rad, 试 求 管 承受 的 扭力 矩 。 

3-9 空心 钢 轴 的 外 径 D=100mm, Ni d= 二 50mm。 已 知 间距 /==2. 7m 的 两 横 截 面 的 
相对 扭转 角 ф=1. 8°, НУЖНЫ НИХ С=80СРа. АЖ: 

(1) 轴 内 的 最 大 切 应 力 ; 

(2) 当 轴 以 n=80r/min 的 转速 旋转 时 , 轴 所 传递 的 功率 。 

3-10 已 知 钻探 机 钻 杆 (参看 题 3-4 图 ) 的 外 径 р = 60mm. Hi d=50mm, JR P = 
7. 355kW ,转速 2 一 180r/min, 钻 杆 入 土 深度 /一 40m', 钻 杆 材料 的 G 王 80GPa, 许 用 切 应 力 
Lr] 二 40MPa。 假 设 土壤 对 钻 杆 的 阻力 是 沿 长 度 均 匀 分 布 的 , 试 求 : 

(1) 单位 长 度 上 土壤 对 钻 杆 的 阻力 矩 集 度 元 ; 

(2) 作 钻 杆 扭矩 图 ,并 进行 强度 校 核 ; 

(3) 两 端 截 面 的 相对 扭转 角 。 

3-11 机 床 变速 器 第 开 轴 如 图 所 示 。 轴 所 传递 的 功率 为 Р-5.5ЕМ,. 8 n= 
200r/min ,材料 为 45 钢 ,[rj] 二 40MPa, 试 按 强度 条 件 设计 轴 的 直径 。 

3-12 图 示 水 轮 发 电机 的 功率 为 15 000kW ,水 轮机 主轴 的 正常 转速 二 250r/min, 材 
料 的 许 用 切 应 力 [Jj] 二 50MPa,D= 二 550mm,d 二 300mm。 试 校 核 该 水 轮机 主轴 的 强度 。 


题 3-11 图 题 3-12 


3-13 ШАВ K ¿= 2m. 4 d=100mm,G= 80СРа, Ж H 5] ІШ ӘНІҢ 
mo 一 2kN。m/m, 试 绘 扭矩 图 ,并 求 最 大 切 应 力 和 最 大 扭转 角 。 

3-14 如 图 所 示 , 圆 轴 AB MER CD 用 刚性 凸 缘 EE 焊接 成 一 体 , 并 在 截面 A 承受 扭 
力矩 M 作用 。 已 知 圆 轴 的 直径 d= 56mm, 许 用 切 应 力 [m]=80MPa, 套 管 的 外 径 D = 
80mm , 壁 厚 6 二 6mm, 许 用 切 应 力 [ts] 二 40MPa。 试 求 扭力 矩 M 的 许 用 值 。 


题 3-13 图 题 3-14 图 


3-15 直径 d=50mm 的 等 直 圆 杆 ,在 自由 端 截面 上 承受 外 力 偶 矩 M. 二 6kN。m, 而 在 
圆 杆 表面 上 的 A 点 将 移动 到 Ai, 点 ,如 图 所 示 。 已 知 As=AA, 二 3mm, 圆 杆 材料 的 弹性 模 量 
二 210GPa, 试 求 泊 松 比 и 。 

3-16 直径 d=25mm 的 钢 圆 杆 , 受 轴 向 拉 
力 60kN 作用 时 ,在 标 距 为 200mm 的 长 度 内 伸 长 
了 0.113mm; 当 其 承受 一 对 扭转 外 力 偶 矩 M. = 
0. 2kN • m 时 ,在 标 距 为 200mm 的 长 度 内 相对 扭 
转 了 0.732" 的 角度 。 试 求 钢材 的 弹性 常数 E.G 
Жи. 


A 
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3-17 ”阶梯 形状 的 轴 , 直 径 分 别 为 di 二 4cm,d, 二 7cm, 轴 上 装 有 三 个 皮带 轮 。 已 知 轮 3 
的 输入 功率 P, 二 30kW, 轮 1 的 输出 功率 Pi 二 13kW, 轴 的 转速 为 n 二 200r/min, 材 料 的 许 用 
切 应 力 [rj 二 60MPa,G 二 80GPa, 单 位 长 度 许 用 扭转 角 [y] 二 2 )/m。 试 校 核 该 轴 的 刚度 和 
强度 。 


3-18 长 度 相等 的 两 根 受 扭 圆 轴 ,一 为 空心 轴 , 一 为 实心 轴 , 材 料 相同 , 受 力 情 况 也 相 
同 。 实 心 轴 直 径 为 & ,空心 轴 外 径 为 D, 内 径 为 dd, 且 名 一 0.8, 试 求 当空 心 轴 与 实心 轴 具 有 
相等 强度 时 ,两 者 的 重量 比 和 刚度 比 。 

3-19 已 知 实心 圆 轴 的 转速 = 300г/ пит ,传递 的 功率 P=330kW , 轴 材 料 的 许 用 切 应 
[=] =60МРа,С=80СРа. 45% ЖҮЕ 2m 长 度 的 相对 扭转 角 不 超过 1° , 试 求 该 轴 的 直径 。 

3-20 ”阶梯 形 圆 杆 ,AE 段 为 空心 ,外 径 D=140mm, 内 径 d=100mm; ВС 段 为 实心 , 直 
& 4=100тт. ФИЯ М.л = 18kN * m, M. = 32kN + m, M.c = 14kN * m, @ Я [=] = 
80MPa,[gj 二 1.2()/m,G 王 80GPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 

3-21 ”传动 轴 的 转速 为 n= 二 500r/min, 主 动 轮 1 的 输入 功率 Pi 二 368kW, 从 动 轮 2,3 的 
输出 功率 分 别 为 P= 二 147kW,P; 二 221kW。 Е/ЯІГт1--70МРа.Гө ]=1(°)/m,G=80GPa, 

(1) 试 确定 АВ 段 的 直径 d， 和 BC 段 的 直径 dz; 

(2) Æ АВ BA BC 段 选用 同一 直径 , 试 确定 直径 d; 

(3) 主动 轮 和 从 动 轮 应 如 何 安排 才 比 较 合理 ? 


题 3-20 图 题 3-21 图 


3-22 МЕ АВЕ. РСЕ 和 包含 轴线 的 纵向 截面 ABCD 从 受 扭 圆 轴 ( 题 3-22 图 
(a)) 中 截 出 一 部 分 .如 题 3-22(b) 图 所 示 。 根 据 切 应 力 互 等 定理 可 知 纵 向 截面 上 的 切 应 力 
已 表示 在 图 中 ,该 纵向 截面 上 的 内 力 系 最 终 将 组 成 一 个 力 偶 矩 。 试 问 它 与 截 出 部 分 上 的 什 
么 内 力 平衡 ? 

3-23 ”两 轴 由 4 个 螺栓 和 凸 缘 连接 如 图 所 示 。 若 使 轴 和 螺钉 的 最 大 切 应 力 相 等 , 试 求 
D jd 的 关系 。 


题 3-22 题 3-23 图 


3-24 图 示 某 齿轮 通过 键 和 圆 轴 连接 。 圆 轴 传 递 功 率 P= 二 70kW, 轴 的 转速 n= 
200r/min。 已 知 圆 轴 的 直径 d= 二 80mm, 键 的 高 度 h==16mm, 宽 b= 二 20mm, 许 用 切 应 力 [r]== 
40MPa, 许 用 挤 夺 应力 [t] 二 100MPa, 试 求 轴 内 的 最 大 切 应 力 及 键 的 长 度 Lo 

3-25 ”图 示 两 端 固定 的 圆 杆 ,已 知 M. 二 15kN。，m, 材 料 的 许 用 切 应 力 [rj 二 80MPa, 试 
确定 圆 杆 的 直径 do 


题 3-24 图 


3-26 ”将 空心 管 B 和 实心 杆 A 牢固 地 粘 接 在 一 起 ,组 成 一 实心 圆 杆 如 图 所 示 。 管 如 和 
杆 A 材料 的 切 变 模 量 分 别 为 Gs 和 G。。 试 推导 出 该 组 合 杆 承受 扭矩 M. 时 实心 杆 与 空心 管 
中 的 最 大 切 应 力 计 算 公式 (平面 假设 仍然 适用 ) 。 

3-27 AB 和 CD 两 杆 的 尺寸 相同 。AB 为 钢 杆 ,CD 为 铝 杆 ,两 种 材料 的 切 变 模 量 之 比 
为 3: 1。 若 不 计 BE 和 ED 两 杆 的 变形 ,试问 下 力 的 影响 将 以 怎样 的 比例 分 配 于 AB 和 
CD 两 杆 ? 


题 3-26 图 题 3-27 图 
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3-28 ”空心 轴 和 实心 轴 分 别 固定 在 A、B 处 ,在 C 处 均 有 直径 相同 的 小 孔 。 由 于 制造 误 
差 , 两 轴 的 孔 不 在 一 条 直线 上 ,两 者 中 心 线 夹 角 为 a。 В. Яа, С.Г. .С1, 1, ,装配 时 将 
孔 对 准 后 插入 销 钉 。 问 装配 后 , 杆 1 和 2 的 扭矩 各 为 多 少 ? 

3-29 一 半径 为 R 的 圆 轴 .材料 的 剪 切 届 服 极限 为 r,。 试 求 当 出 现 图 示 的 应 力 分 布 
时 , 杆 中 的 扭矩 T. 


题 3-28 图 题 3-29 图 


3-30 有 一 壁 厚 6 二 25mm、 内 径 d=250mm 的 空心 薄 壁 圆 简 ,其 长 度 /二 1m, 作 用 在 轴 
两 端面 内 的 外 力 偶 矩 M. 二 180kN，m, 材 料 的 切 变 模 量 G=80GPa。 试 确定 管 中 的 最 大 切 
应 力 ,并 求 管内 的 应 变 能 。 

3-31 一 端 固定 的 圆 截 面 杆 AB, 承 受 集 度 为 m 的 均 布 外 力 偶 作 用 ,如 图 所 示 。 已 知 材 
料 的 切 变 模 量 为 G, 试 求 杆 内 的 应 变 能 。 

3-32 设 有 截面 为 圆 形 方形 和 长 方形 的 三 根 杆 ,如 图 所 示 。 已 知 截 面 尺寸 分 别 为 d= 
7cm,6. Зет < 6. 3cm,4cmX10cm, 承 受 相同 的 扭矩 T — 2. 5kN。m, 试 求 三 根 杆 内 的 最 大 切 
应 力 ,并 计算 其 比值 。 


题 3-31 图 题 3-32 图 


3-33 图 示 90mm X 60mm 的 矩形 截面 轴 , 受 力 偶 矩 Ма 和 Mo fE H|. 已 知 Mu = 
1. 6Me ,Lrj 二 60MPa。 试 求 Me 的 许 用 值 LM。 ] 及 自由 端 截面 A 的 扭转 角 。 

3-31 工 形 薄 壁 截面 杆 长 /=2ст.Ы ЖИ С = 80СРа, Z ЗН = Т = 200kN • m 的 
作用 。 

(1) 试 求 最 大 切 应 力 及 扭转 角 ; 

(2) 作 图 表示 沿 截面 周边 和 厚度 切 应 力 的 分 布 情况 。 
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41 弯曲 的 概念 和 实例 


在 工程 实际 中 ,存在 着 大 量 受 到 弯曲 的 构件 。 例 如 图 4-1(a) 所 示 的 火车 轮轴 、 图 4-2(a) 
所 示 的 桥 式 起 重 机 横梁 、 图 4-3(a) 所 示 的 房屋 结构 中 的 大 梁 、 图 4-4(a) 所 示 的 受气 流 冲 击 的 
汽轮机 叶片 等 。 这 些 弯 曲 构件 的 受 力 特 点 是 : 杆 件 受到 垂直 于 杆 轴线 的 外 力 ( 即 横向 力 ) 或 
受到 位 于 轴线 所 在 平面 内 的 力 偶 ( 即 力 偶 矩 矢 垂直 于 轴线 的 力 偶 ) 作 用 ; 变形 特点 是 : 杆 的 
轴线 将 由 直线 变 为 曲线 。 这 种 变形 形式 称 为 弯曲 。 凡 是 以 弯曲 变形 为 主 的 杆 件 , 习 惯 上 称 
为 梁 。 梁 是 一 类 常用 的 构件 ,几乎 在 各 类 工程 中 都 占有 重要 的 地 位 。 


图 4-3 图 4-4 


工程 中 梁 的 模 截面 一 般 都 至 少 有 一 个 对 称 轴 ( 图 4-5), 由 对 称 轴 组 成 的 平面 称 为 纵向 
对 称 面 。 若 梁 上 所 有 的 外 力 都 作用 在 该 纵向 平面 内 , 梁 变 形 后 的 轴线 必定 是 一 条 在 该 平面 
内 的 曲线 ,这 种 弯曲 称 为 平面 弯曲 (图 4-6)。 平面 弯曲 是 弯曲 问题 中 最 简单 和 最 常见 的 
情况 。 


第 4 章 弯曲 内 力 


本 章 主 要 讨论 梁 在 平面 弯曲 下 的 内 力 计 算 , 它 是 对 梁 进 行 强度 和 刚度 计算 的 重要 
基础 。 


4.2 梁 的 简化 及 其 典型 形式 


4.2.1 梁 的 简化 


工程 问题 中 , 受 弯 杆 件 的 几何 形状 不 同 、 支 承 条 件 各 异 、 载 荷 情况 复杂 ,为 了 便于 分 析 计 
算 ,一 般 需要 根据 具体 情况 区 分 主 次 因素 ,将 实际 构件 简化 为 计算 简 图 , 即 所 谓 建 立 力学 
型 。 建 立 力学 模型 的 一 般 原则 是 : 精度 足够 ,计算 简便 和 偏 于 安全 。 


1. 构件 的 简化 


在 梁 的 计算 简 图 中 用 梁 的 轴线 代表 梁 ， 
取 两 个 支承 中 间 的 距离 作为 梁 的 长 度 , 称 为 外 
跨度 ( 见 图 4-7(a))。 


2. 载荷 的 简化 


1) 集中 力 Ф) 
若 外 力 分 布 面积 远 小 于 构件 的 表面 尺 
才 , 或 沿 杆 件 轴线 分 布 范围 远 小 于 梁 的 跨度 图 47 
时 ,可 将 其 简化 为 作用 于 一 点 的 集中 力 , 如 火 
车 轮 对 钢轨 的 压力 、 滚 珠 轴承 对 轴 的 反作用 力 等 。 集 中 力 的 单位 常用 N 和 kN 表示 。 
2) 分 布 载荷 
沿 梁 的 长 度 (部 分 或 全 部 ) 连 续 分 布 的 横向 力 称 为 线 分 布 载荷 ,用 单位 长 度 上 的 力 g(x) 
表示 。 常 用 的 单位 是 N/m 或 kN/m。 若 g(x) 为 常数 则 称 为 均 布 载荷 。 例 如 作用 在 汽轮机 
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叶片 上 的 气体 压力 (图 4-4(b)) ,楼 板 传 给 楼 板 梁 的 载荷 (图 4-3(b)) 以 及 等 截面 梁 的 自重 等 
都 可 以 简化 为 均 布 载荷 ,而 水 对 坝 体 的 压力 可 简化 为 按 线 性 分 布 的 分 布 载荷 (图 4-8)。 
< 3) 集中 力 偶 
如 图 4-7(a) 所 示 的 斜 齿轮 , 当 只 讨论 平行 于 轴 
线 的 载荷 F. 对 齿轮 轴 的 作用 时 ,可 将 集中 力 F. 简 
化 为 作用 于 轴 上 的 一 个 集中 力 偶 M. 和 一 个 沿 轴线 
方向 的 力 F,( 图 4-7(b))。 集 中 力 偶 的 常用 单位 是 
N.m 和 kN. m, 


3. 支 座 形式 和 支 反 力 


梁 的 支 座 按 其 对 位 移 的 约束 可 分 为 三 种 典型 
形式 。 


图 4-8 


1) [Ж 3 Е 

如 图 4-9(a) 所 示 ,可 动 铵 支 座 仅 限 制 梁 在 支承 处 垂直 于 支承 平面 的 线 位 移 , 与 此 对 应 ， 
仅 存在 垂直 方向 的 一 个 支 反 力 忆 , 。 机 械 中 的 短 滑 动 轴承 及 滚动 轴承 ,桥梁 中 的 滚 轴 支 座 等 
都 可 简化 为 可 动 铵 支 座 。 

2) || ЖЖ 

如 图 4-9(b) 所 示 , 固 定 铵 支 座 限制 梁 在 支承 处 沿 任 oS ar gy 
何方 向 的 线 位 移 , 因 此 相应 支 反 力 可 用 两 个 分 力 表示 , 例 | 
如 沿 梁 轴线 方向 的 水 平反 力 F, 与 垂直 于 梁 轴 线 方向 的 


EJI F,。 机 械 中 的 止 推 轴承 .桥梁 下 的 固定 支 座 都 Е, 
ГЕУ: ЕЕ ЗЕК. o A Е = 
3) 固定 端 
如 图 4-9(e) 所 示 , 固 定 端 限制 梁 端 截面 的 线 位 移 与 、@ H AE 
角 位 移 ,与 之 相应 的 支 反 力 可 用 三 个 分 量 表示 : 沿 轴线 k 
方向 的 水 平反 力 Е, H F 95 BR UJ fJ йт Е F, 图 49 


以 及 位 于 梁 轴线 平面 内 的 支 反 力 偶 矩 M.。 机 械 中 的 止 
推 长 轴承 水 坝 的 下 端 支 座 可 简化 为 固定 端 。 


4.2.2 梁 的 典型 形式 


(1) 简 支 梁 “一端 为 固定 匀 支 座 , 另 一 端 为 可 动 铵 支 座 的 梁 。 如 图 4-2(b) 所 示 的 梁 。 

(2) 外 伸 梁 ”一端 或 两 端 都 伸 出 支 座 之 外 的 梁 。 如 图 4-1(b) 所 示 的 梁 。 

(3) 悬臂 梁 一 端 固定 、 另 一 端 自由 的 梁 。 如 图 4-4(b) 所 示 的 梁 。 

上 述 三 种 梁 都 只 有 三 个 支 反 力 ,由 于 平面 弯曲 时 支 反 力 与 主动 力 构成 平面 一 般 力 系 , 有 
三 个 独立 的 平衡 方程 ,所 以 支 反 力 可 以 由 静 力 平衡 方程 确定 ,统称 为 静 定 梁 。 有 时 工程 上 根 
据 需 要 ,对 一 个 梁 设置 较 多 的 支 座 ,因而 梁 的 支 反 力 数 目 多 于 独立 平衡 方程 的 数目 ,此 时 仅 用 
平衡 方程 就 无 法 确定 其 所 有 的 支 反 力 , 这 种 梁 称 为 静 不 定 梁 或 超 静 定 梁 , 将 在 第 6 章 中 讨论 。 


【 例 4-11 试 求 如 图 4-10(a) 所 示 的 静 定 梁 固 定 端 A 及 支 座 B 处 的 支 反 力 。 


%4% ЗИЛ 
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图 4-10 


解 : 静 定 梁 的 AC 段 又 称 为 基本 梁 或 主 梁 ,CB 段 又 称 为 副 梁 。 
求 支 反 力 时 ,可 将 中 间 铵 拆 开 (图 4-10(b)), 先 通过 平衡 方程 求 出 副 梁 CB 上 支 座 B 的 
支 反 力 。 然 后 ,再 研究 整个 梁 AB( 图 4-10(c)) ,由 平衡 方程 求 出 固定 端 A 的 支 反 力 。 
(1) 先 研究 梁 CB。 梁 上 的 均 布 载荷 以 其 合力 代 蔡 ,合力 的 作用 线 通 过 均 布 载荷 图 形 面 
积 的 形 心 。 由 平衡 方程 
Уме=о, Ев, X5+5X10—20X10X3X2.5=0 
解 得 
Еһ, = 29kN 
(2) 再 研究 整个 梁 AB。 由 平衡 方程 
УЕ, =0, Fa =0 
УЕ, =0, Fa – 50 X 10: —20Х 10} Х3+29Х 10} = 0 
得 
Fw = 81kN 
Ум. =0, M, —50 X 10° X 1 — 20 10 X 3 X 4 + 5 X 103 + 29 X 10° X 6.5 = 0 
解 得 
Ma = 96. 5КМ * т 
注意 : 本 题 亦 可 先 研究 梁 CB ,再 研究 梁 AC, 从 而 求 得 支 反 力 。 


4.3 ЛЖ 
"i E H fE Я E ВН ЕЛЕР ЕРТЕЛІ ТІ ІЗ 


的 内 力 。 为 了 计算 梁 的 应 力 和 变形 ,必须 首先 确定 梁 在 外 力作 用 下 任 一 模 截 面 上 的 
内 力 。 
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4.3.1 梁 横 截面 上 的 内 力 


设 一 简 支 梁 AB( 图 4-11(a)) ,承受 集中 力 Е.Е. № F, 作用 ,已 求 得 支 反 力 为 FA 和 
Fs。 现 研究 距 左 端的 距离 为 zx ERE л —т 上 的 内 力 。 

首先 ,利用 截面 法 , 沿 横 截面 m 一 m 假想 地 把 梁 截 分 为 两 段 。 取 左 段 为 研究 对 象 ,可 将 
作用 在 左 段 上 的 外 力 向 截面 形 心 C 简化 得 主 矢 下 与 主 矩 M”。 为 了 保持 左 段 的 平衡 ,m 一 m 
截面 上 必然 存在 两 个 内 力 分 量 : GJER F' 平 衡 的 内 力 Fs; 与 主 矩 M' 平 衡 的 内 力 偶 矩 M 
(图 4-11(b))。 称 平行 于 截面 的 内 力 Fs УЛ; 位 于 载荷 平面 内 的 内 力 偶 矩 M AEE. 


y 


(с) 


根据 左 段 梁 的 平衡 方程 
УЕ, =0, Fa—F—Fs=0 
得 
Fs = Ел — № (а) 
УМе=о, М- Ех + Е, (ха) = 0 
得 


М = Fax — Е, (z —a) (b) 

左 段 梁 横 截面 m 一 m 上 的 剪 力 和 弯 矩 ,实际 上 是 右 段 梁 对 左 段 梁 的 作用 。 由 作用 与 反 

作用 原理 可 知 , 右 段 梁 在 同一 截面 m 一 m 上 的 剪 力 和 弯 矩 ,在 数值 上 应 该 分 别 与 式 (a)、(b) 
相等 ,但 指向 和 转向 相反 (图 4-11(c))。 若 对 右 段 梁 列 出 平衡 方程 ,所 得 结果 必然 相同 。 


4.3.2 ЛЕЖЕ 


为 了 使 左 , 右 两 段 梁 上 求 得 的 同一 横 截 面 上 的 内 力 不 仅 数值 相等 ,而 且 符 号 相同 ,根据 
梁 的 变形 ,对 剪 力 和 弯 矩 的 符号 作 如 下 规定 。 

在 所 截 横 截 面 的 内 侧切 取 微 段 , 凡 使 微 段 产生 顺 时 针 转 动 趋势 的 剪 力 为 正 ( 图 4-12(а)). 
反之 为 负 ( 图 4-12(b))。 使 微 段 弯曲 变形 后 ,凹面 朝 上 的 弯 矩 为 正 ( 图 4-12(c)), 反 之 为 负 
(图 4-12(d)) 。 按 此 规定 ,图 4-11(b) (о ЛУНЕ. 
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图 4-12 


4.3.3 梁 横 截面 上 内 力 的 计算 


利用 截面 法 计算 内 力 较 麻烦 , 需 画 出 脱离 体 的 受 力图 、 列 平衡 方程 . 解 方程 。 故 仔细 观 
察 (a) (b) 两 式 , 可 归纳 出 梁 横 截面 上 内 力 的 计算 规律 如 下 。 

(1) 梁 任 一 横 截 面 上 的 剪 力 在 数值 上 等 于 该 截面 一 侧 所 有 竖 向 外 力 ( 包 括 支 反 力 ) 的 代 
数 和 。 根 据 剪 力 的 正 负 规 定 可 知 , 横 截面 左 侧 向 上 的 外 力 或 右 侧 向 下 的 外 力 产生 正 剪 力 , 反 
之 产生 负 剪 力 。 

(2) 梁 任 一 横 截 面 上 的 弯 矩 在 数值 上 等 于 该 截面 一 侧 所 有 外 力 (包括 支 反 力 ) 对 该 截面 
形 心 取 力 矩 的 代数 和 。 根 据 弯 矩 正 负 号 的 规定 可 知 ,不 论 在 横 截 面 左 侧 还 是 右 侧 ,向 上 的 外 
力 均 产生 正 弯 矩 , 反 之 向 下 的 外 力 均 产生 负 弯 矩 ， 车 截面 一 侧 有 外 力 偶 , 则 外 力 偶 的 转向 与 
该 截面 同 侧 向 上 的 外 力 对 该 截面 形 心 的 力矩 转向 相同 时 产生 正 弯 和 矩 , 反 之 产生 负 弯 矩 。 即 
左 侧 梁 上 , 顺 时 针 转 动 的 外 力 偶 为 正 ; 右 侧 梁 上 , 逆 时 针 转 动 的 外 力 偶 为 正 。 

上 述 规律 ,可 以 概括 为 口 决 :“ 左 上 右 下 , 剪 力 为 正 ; 左 顺 右 逆 , 弯 矩 为 正 .” 据 此 可 直接 
写 出 粱 上任 一 横 截 面 的 剪 力 和 弯 矩 的 计算 式 。 

【 例 4-2] 简 支 梁 受 载荷 作用 如 图 4-13 

所 示 。 ЕЯ Е = 8КМ, q = 12kN/m, a = 
1.5m,0 一 2m。 试 求 截 面 1 一 1 和 2 一 2 上 的 
前 力 和 弯 矩 。 

解 : (1) 求 支 反 力 

Ë А.В 支 座 处 的 反 力 Fs、Fs 是 向 上 的 ,由 静 力 学 平衡 方程 

> M, 0, 4Fksa — Fa — 24а X За = 0 


即 

4ЕвХ1.5-8Х10%Х1.5-2Х12Х10%Х1.5Х3Х1.5-0 
得 

Ев = 29 X 10°N = 29kN 

> M, 0. 4Faa — 3Fa — 24а Xa = 0 
即 


АЕА X 1.5 — 3 X 8 X 10° X 1.5 — 2 X 12 X 10° X 1.5° = 0 
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得 
F, = 15 х 10N = 15kN 
应 用 >)F, = 0 条 件 进行 校 核 , 代 入 数据 满足 : 
Ед + Ев —Е- 24а = 0 
经 验证 所 求 支 反 力 是 正确 的 。 


(2) 求 指定 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 

1 一 1 截面 取 左 段 梁 为 研究 对 象 , 作 用 于 这 段 梁 上 的 外 力 有 F 和 支 反 力 FA。 作 用 于 
截面 1 一 1 上 的 剪 力 等 于 Fa 和 下 的 代数 和 ,根据 剪 力 符号 规定 ,于 是 有 

Ға Ел- Е 15 X 10° — 8 х 10° 7 X 10 (N) = 7(kN) 
作用 于 1 一 1 RM ЕЛ Т Fa F 分 别 对 截面 形 心力 矩 的 代数 和 , 且 Fa 之 矩 为 顺 时 针 
转向 ,下 之 矩 为 逆 时 针 转 向 。 根 据 弯 矩 符号 规定 ,于 是 有 
М, = F,b — F(b— a) = 15 X 10° X 2 — 8 X 10°(2— 1.5) 
= 26 X 10° (N • m) = 26(kN • m) 

2 一 2 截面 ” 取 右 段 梁 为 研究 对 象 ,作用 于 这 段 梁 上 的 外 力 有 支 反 力 Ев 和 均 布 载荷 g。 

根据 剪 力 符号 规定 ,有 
Fs 一 qa 一 Fe 一 12X10X1.5 一 29X10: 一 11X10(CN) =—11(kN) 

求 得 的 剪 力 为 负 , 表 明 该 截面 上 剪 力 的 实际 方向 是 向 下 的 。 

根据 弯 矩 符号 规定 ,对 应 于 逆 时 针 转 向 的 矩 Ева 的 弯 矩 为 正 , 而 对 应 于 顺 时 针 转 向 的 


ТИПТЕРІ 


М, = Ева = аа? = 29х10 x 15-5 X 12 X 10 x (1. 5) 
= 30 X 103 (N + m) = 30(kN + m) 
该 值 为 正 ,说 明 此 截面 上 的 弯 矩 为 顺 时 针 转 向 。 
由 本 例题 看 到 , 按 上 述 方法 计算 任 一 截面 内 力 时 ,省 略 了 取 脱 离 体 及 列 平衡 方程 ,因而 
非常 方便 。 此 外 ,计算 时 通常 取 外 力 比 较 简 单 的 一 侧 。 


44 ”前 力 方程 和 弯 算 方程 PJ En EE) 


一 般 情况 下 , 梁 模 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 随 截面 位 置 的 不 同 而 不 同 。 若 以 横 坐 标 x 表示 
横 截面 在 梁 轴 线 上 的 位 置 , 则 梁 的 各 个 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 可 以 表示 为 坐标 z 的 函数 , 即 
Fs = Fs(z) 
М = М(х) 
上 述 关 系 式 分 别称 为 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 。 
以 平行 于 梁 轴线 的 横 坐 标 x 表示 横 截 面 的 位 置 ,以 相应 截面 上 的 剪 力 或 弯 矩 为 纵 坐 
标 , 根 据 剪 力 方 程 和 弯 拢 方程 绘 出 的 剪 力 和 弯 矩 沿 轴线 变化 的 图 线 称 为 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 
从 剪 力 图 和 弯 矩 图 上 可 直观 地 判断 最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 所 在 截面 的 位 置 和 数值 。 
下 面 举例 说 明 如 何 建立 剪 力 方程 和 弯 拖 方程 ,以 及 如 何 根据 方程 绘制 前 力图 和 弯 矩 图 。 


【 例 4-31 如 图 4-14(a) 所 示 悬 辟 梁 AB, 在 自由 端 受 集中 力 下 , 试 列 出 剪 力 方程 和 弯 
ОЕ; 绘制 剪 力图 和 弯 矩 图 ,并 求 出 最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 值 。 


第 4 章 FHAD 


83 


解 : 在 一 般 情况 下 ,应 首先 求 出 支 反 力 。 但 因 本 y 
题 悬 臂 梁 A 端 是 自由 端 , 若 取 左 侧 计 算 任 一 截面 内 力 F 


і 
MEBER ИЕ ДЕУ F, 而 无 支 反 力 作用 , 故 - m. 
可 不 必 求 出 梁 的 支 反 力 。 9 1 BE 


жим ,® R} 
以 截面 A 的 形 心 为 坐标 z 的 原点 ,选取 坐标 系 如 ПШ г 


(b) 
图 4-14(a) 所 示 ,z 轴 与 梁 轴 线 z ША. {ЕШ A 为 x + 


的 截面 处 假想 将 梁 截 开 , 取 左 侧 为 研究 对 象 . 则 该 截 мі 
面 上 的 剪 力 和 弯 矩 分 别 为 @ [TS = 
Fs(z) =—F, 0<л<1 (a) 
М(х) =— Ех, 0<х<{ (b) 
(2) 绘 剪 力图. 弯 矩 图 
建立 坐标 系 如 图 4-14(b)、(c) 所 示 ,z 轴 一 般 取向 右 为 正 ,Fs 或 M 轴 取向 上 为 正 。 
由 式 (a) 可 知 , 梁 上 各 截面 的 剪 力 不 随 z 而 变化 , 即 各 截面 剪 力 为 一 常量 , 故 剪 力 图 为 一 
平行 于 xz 轴 且 位 于 xz 轴 下 方 的 一 条 水 平 线 ( 图 4-14(b) ) 。 
由 式 (b) 可 知 , 梁 上 各 截面 的 弯 矩 是 z 的 一 次 函数 , 故 弯 矩 图 为 一 条 斜 直线 ,只 需 用 两 
个 截面 的 M 值 就 可 定 出 这 条 和 斜 线 。 
当 z=0 时 , 即 在 自由 端 ， 


4-14 


当 = 时 , 即 在 固定 端 ， 


于 是 绘 出 M 图 ( 见 图 4-14(c))。 
(3) 求 最 大 剪 力 ЯН 
由 图 可 以 清楚 地 看 出 , 梁 的 所 有 截面 上 的 剪 力 都 相同 ,而 最 大 弯 矩 作用 在 梁 的 固定 端 
截面 。 
| Fs |; =F 
IM | шк = FI 


【 例 4-4] 如 图 4-15 所 示 简 支 梁 ,在 截面 C 处 承受 集中 力 F 的 作用 。 试 建立 梁 的 剪 
J BEKE AANI SER. 


解 : (1) 计算 支 反 力 


由 平衡 方程 
DMs=0, Fo —FA = 0 
УУМ, = 0, Еы—Еа = 0 
求 得 支 反 力 为 
Е, = w сю 
Еа 
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нї 


мі ы 
(с) С Ф > Š 


(2) 建立 剪 力 SE y P: 

由 于 在 截面 C ДЕЙ: НЕ Е, АС 和 CB 段 内 的 剪 力 或 弯 矩 不 能 用 同一 方程 式 
表达 , 故 应 以 该 截面 为 界 ,分 段 建立 剪 力 与 弯 矩 方程 。 

选 A 点 为 原点 ,对 于 AC 段 用 zi 表示 横 截 面 的 位 置 ,根据 剪 力 和 弯 矩 的 计算 方法 , 求 得 


я 


该 段 梁 的 剪 力 和 弯 矩 方程 为 
Ез(х\) = FA =Ë, 0< ж <а (а) 
M(x1) = Fari = Бы, 0< 2а <a (b) 
对 于 СВ 段 , 用 坐标 z, 表示 横 截 面 位置 A БЕИ DI ИН EAN 
Еул) = Fa —F =F =F, ав <! (о) 
М(х) = Fax: — F(x: —a) баа tn) aG r | < 1 (d) 


(3) AH SER 
根据 式 (a) 、(c) 夯 前 力图 (图 4-14(b)); RIER C), Са) УЕ А С 4-14(c)), # 02 


a, W AC 段 的 剪 力 最 大 ,其 值 为 

1 Fs lw = ËP 
ЖШ C HARRAK НИНЫ 

IM lm = E 


1 
由 剪 力 \ 弯 矩 图 可 以 看 出 ,在 集中 力作 用 处 ,其 左 、 右 两 侧 横 截 面 上 剪 力 发 生 突变 ,突变 
量 等 于 该 集中 力 之 值 ; 而 弯 矩 值 相 等 , 故 弯 矩 图 连续 但 其 上 有 人 尖 点 。 
【 例 4-51 如 图 4-16(a) 所 示 简 支 梁 ,在 C 截面 处 受 集中 力 偶 M. 作用 , 试 绘 此 梁 的 剪 
ли. 
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弯曲 内 力 


{a) 


(b) 


(c) 


解 : (1) 求 支 反 力 


由 平衡 方程 
DMs=0, —FA +M, = 0 
Х.М, = 0, Еы+М. = 0 
求 得 支 反 力 
F, = М СА) 
Fa =- ср 


Ев 为 负 值 ,表示 其 实际 方向 与 假设 方向 相反 。 
(2) 列 剪 力 , 弯 矩 方程 


ІҢ C 处 作用 一 集中 力 偶 Me。, 故 需 分 段 列 剪 力 \ 弯 矩 方程 。 选 A 点 为 原点 ,AC В: H z, 


表示 横 截 面 位 置 , 则 由 剪 力 \ 弯 矩 计算 方法 得 


Еѕ (21) = FA = М, 0< а <a 


M(zri) = FAzi = м. ‚ 0<х<а 


1 
ВС Pt: 用 zs 表示 横 截 面 位 置 , 则 有 
Fs(x:) =— Fg = М., а < 22 <1 


M(x,) = Fs(1— х) Mu х), а<х;<!1 


(3) 绘 剪 力 SER 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


根据 式 (a) (c) 绘 剪 力图 (图 4-16(b)) ,根据 式 (b)(d) 绘 弯 矩 图 (图 4-16(c) ) 。 
由 剪 力 ` 弯 矩 图 可 以 看 出 ,在 集中 力 偶 作用 处 ,其 左 、 右 两 侧 横 截 面 上 的 剪 力 相同 тиў 25 
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和 矩 则 发 生 突变 ,突变 量 等 于 该 力 偶 之 矩 。 
【 例 4-61 如 图 4-17(a) 所 示 的 简 支 梁 ,在 全 梁 上 受 集 度 为 g 的 均 布 载荷 作用 。 试 画 
RWY DRAME EE. 


(a) 


(b) 


图 4-17 


解 : 对 于 简 支 梁 , 须 先 求 出 支 反 力 。 

(1) 求 支 反 力 

本 例 由 于 载荷 与 支 反 力 关于 梁 跨 中 心 对 称 , 故 两 支 反 力 相 等 ,由 平衡 方程 
УЕ, =0, Fa—q+Fs=0 


Е, = Еь = 4 (№) 


(2) 9199 JJ BSET E: 
取 距 左 端 (坐标 原点 ) 为 x 的 任意 横 截 面 , 以 左 侧 为 研究 对 象 , 则 梁 的 剪 力 和 弯 矩 方 
程 为 


Вск = Fa — qe = Ча, 0<2<1 (a) 
Е „8 
М(х) = Fax ж. 4, = O02El (b) 


(3) 220777 SER 
由 式 (a) 可 知 , 剪 力图 为 一 斜 直线 ,确定 两 点 即 可 作出 此 图 。 
%4 r=0 时， 


Щщ х=, 
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Fs =— s 
于 是 绘 出 前 力图 (图 4-17(b) ) 。 


由 式 (b) 可 知 , 弯 矩 图 是 一 条 二 次 抛物 线 ,这 就 至 少 需 确定 其 上 三 个 点 ,例如 
当 r=0 时 ， 


M=0 
Щщ х=1/2 В, 
= È 
M= % 
%4 х=1 В, 
М=0 


才 可 将 其 绘 出 (图 4-17(c) ) 。 
由 图 可 见 , 两 支 座 内 侧 横 截面 上 的 前 力 值 为 最 大 ， IF... =, 梁 跨 中 点 横 截面 上 的 弯 
12 


ЖИН. ТМ, = y НІШ: Fs 一 0。 
说 明 ， 
а) 为 确定 弯 箱 图 的 顶点 ,可 将 式 (b) 对 z 求 导 , 并 令 
ЧМ 0, о<х<! (о) 


ТТТ x= ACAIR O) MTA RAS E 


мі. = S 
(2) 对 式 (a) Ce) 进行 比较 分 析 后 容易 发 现 , 剪 力 \ 弯 矩 和 分 布 载荷 之 间 存 在 如 下 关系 ， 
ЯМ p 
dr 05 
ФМ ав. 


de “а, ^4 ( 负 号 说 明 9 的 方向 向 下 ) 
这 些 函 数 关 系 是 普遍 存在 的 规律 ,以 下 将 从 一 般 情 况 给 予 论证 。 


4.5 НЕЕ ИЛ НИХ 


设 如 图 4-18a) Br zs ИУ 9 22 IT. ХЕ Ж faj ИЕН, НОЕ AI Е ša ол 轴 的 坐标 原点 ,分 布 载 荷 
g 二 g(x) 在 作用 段 内 是 > 的 连续 函数 ,并 规定 g(Cz) 向 上 为 正 。 用 坐标 为 zx 和 > 十 dz 的 两 横 
截面 ,假想 地 从 梁 中 截 出 长 为 dz 的 微 段 梁 (图 4-18(b) ) 。 

Ë т—т 截面 上 的 内 力 为 Fs(r)、M(z), 则 在 mn 一 n 截面 上 的 内 力 应 为 Fs(zx) 十 dFs (2) 
和 M(z) 十 dM(z) ,并 均 设 为 正 值 。 由 于 dz 为 微量 ,所 以 作用 在 微 段 梁 上 的 分 布 载 荷 q (z) 
可 视 为 均匀 分 布 。 微 段 梁 在 以 上 所 有 外 力作 用 下 应 处 于 平衡 。 由 微 段 梁 的 平衡 方程 

УЕ, =0, Fs(z)- q(z)dz—[Fs(z) + dFs(z)J = 0 

从 而 得 到 
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M(x) ( е 


Қоз МЕ F(X)+dR (x) 


图 4-18 


= q(x) (4-1) 


Уме=о, Мо) +аме «адау. 95 Me) — Fs(z)dz = 0 


ЖЕЛТ ЕЕЕ 


L SF) (4-2) 
从 式 (4-1) 和 式 (4-2) 两 式 又 可 得 
d ” 
i мы = q(z) (4-3) 


以 上 三 式 就 是 载荷 集 度 .前 力 和 弯 矩 之 间 的 微分 关系 。 

式 (4-1D 和 式 (4-2) 的 几何 意义 为 : 前 力图 上 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 处 载荷 集 度 的 

大 小 ; 弯 矩 图 上 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 处 剪 力 的 大 小 。 此 外 ,由 式 (4-3) 可 知 ,由 载荷 

集 度 的 正 负 可 判定 弯 矩 曲线 的 凹凸 性 。 

应 用 这 些 关系 ,以 及 有 关 剪 力图 和 弯 年 图 的 规律 ,可 检验 所 作 剪 力图 和 弯 乍 图 的 正确 
性 ,或 直接 作 梁 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 现 将 载荷 与 剪 力 、 弯 矩 之 间 的 微分 关系 以 及 剪 力图 和 棒 
矩 图 的 一 些 特征 归纳 如 下 。 

(1) 在 梁 段 上 无 载荷 作用 

由 于 g(z) 一 0,S E ga) =E FSCz) 一 常数 , 即 前 力图 是 平行 于 工 轴 的 直线 ， 


如 图 4-15(b) 所 示 。 由 于 FsCz) 一 常数 ,所 以 ， Е 


直线 ,如 图 4-15(c) 所 示 。 
(2) 在 梁 段 上 作用 有 均 布 载 荷 


由 于 g(z) 一 常数 天 0， шыма 


一 Fs(z) 一 常数 , 即 相 应 的 弯 矩 图 是 斜 


常数 天 0, 故 剪 力图 为 斜 直线 ,其 斜率 随 q 值 而 定 ,而 相 
应 的 查 矩 图 则 为 二 次 抛物 线 。 生 当 均 布 载荷 向 上 即 o nt ČMO g >0, НН 
2; 反之 , 当 分 布 载荷 向 下 即 ао 时 , 弯 和 矩 图 为 凸 曲线 (图 4-17(c) ) 。 
此 外 在 梁 的 某 一 蕉 面 上 , 若 二 和 一 一 Fs(zx) 一 0, 则 在 这 一 横 蕉 面 处 , 弯 箱 图 相应 存在 极 
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值 , 即 剪 力 为 零 的 横 截 面 上 弯 矩 取得 极 值 ( 图 4-17) 。 

(3) 在 集中 力作 用 的 截面 

在 集中 力作 用 截面 的 左 、 右 两 侧 , 剪 力 Fs 发 生 突然 变化 ,突变 的 数值 和 方向 与 集中 力 
相同 ; 该 处 弯 和 矩 图 连续 ,但 有 尖 点 (图 4-15)。 

事实 上 ,所 谓 集中 力 不 可 能 “集中 ”作用 于 一 
点 , 它 只 是 为 了 计算 方便 起 见 ,进行 数学 抽象 的 结 
果 。 若 将 集中 力 看 成 是 作用 在 一 定 长 度 上 的 分 布 
载荷 ,前 力图 在 该 处 是 渐变 的 , 弯 矩 图 是 曲线 
(图 4-19)。 用 简化 后 的 内 力 数值 ( 见 图 4-19(c) 虚 
线 ) 进 行 强度 计算 更 偏 于 安全 。 对 集中 力 偶 作用 的 
截面 ,也 可 作 同 样 的 解释 。 

(4) 在 集中 力 偶 作 用 的 截面 

在 集中 力 偶 作用 截面 的 左 、 右 两 侧 , 弯 矩 图 发 


生 突变 ,突变 的 数值 与 集中 力 偶 相 同 ( 见 图 4-16)， jy я 6 

而 前 力图 连续 且 无 变化 。 加 Т, 
应 该 指出 ,上 述 微分 关系 只 适用 于 直 梁 ,并 必 

须 按 图 4-18 选取 坐标 系 和 规定 g(x)、Fs (z) № 

M(xz) 的 正 负 号 才 是 正确 的 。 


下 面 举 例 说 明 上 述 各 种 关系 的 应 用 。 
【 例 4-7】 如 图 4-20 所 示 简 支 粱 , 右 半 段 承 受 均 布 载荷 gd 作用 。 试 画 梁 的 剪 力 与 弯 矩 


图 4-19 


图 。 
т 
мі w 
406 94128 
(с) еә] 
ра | Y а 
图 420 
解 : (1) 求 支 反 力 
由 平衡 方程 


É. 
УМ, = 0, Е 一 4 二 "二 一 0 
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ХЕ,-о, FA 十 Fe 45-0 
求 得 A.B 的 支 反 力 分 别 为 
m=% (№) 
Ез = Ba ою 


(2) НЯ JJ ЫН 
将 梁 划 分 为 AC 和 CB 两 段 ,利用 梁 横 截面 上 内 力 的 计算 方法 求 得 各 段 起 点 与 终点 的 
前 力 与 弯 和 矩 如 表 4-1 所 示 。 


表 4-1 
梁 段 AC CB 
截面 А. C- с. В- 
чї al al —34! 
и 8 8 8 
2 2 
Фу 0 «г gÉ 0 


根据 表 中 数据 ,在 z-Fs 平面 内 确定 三 点 we 与 c( 图 4-20(b)); ХЕ +-M 平面 内 确定 三 
点 de 与 85( 图 4-20(c))。 

(3) 判断 剪 力 与 弯 矩 图 的 形状 

根据 载荷 集 度 . 剪 力 与 弯 矩 之 微分 关系 ,可 知 AC 与 CB 两 段 梁 的 剪 力 、 弯 矩 图 的 形状 
具有 下 述 特征 , 见 表 4-2。 


表 4-2 
2 R АС СВ 
载荷 集 度 q(z)=0 qdCz) 一 常数 一 0 
剪 力图 水 平 直线 斜 直线 
уж 斜 直线 凸 曲线 


(4) 绘 剪 力 与 变 矩 图 

根据 以 上 分 析 , 分 别 连 直线 ab 与 bc 即 得 梁 的 前 力图 。 

由 前 力图 中 看 到 ,在 梁 段 CB 的 横 截面 D 处 Fs 二 0, 可 见 M 曲线 在 该 截面 处 存在 极 值 。 
则 由 图 4-20(b) 可 知 


由 此 得 D 截面 距 右 端的 位 置 


则 截面 D їй ЯМ 


2 2 
Mo = Faro — Ч = 34 31 z (¥) 9 
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由 坐标 (zp ,Mo) 在 z-M 平面 内 得 到 极 值 点 /。 于 是 , 连 直 线 de, 过 点 e、f 与 g 绘制 以 点 了 
为 极 值 的 凸 曲 线 , 即 得 梁 的 弯 矩 图 。 

说 明 : 

(1) 利用 载荷 集 度 、 剪 力 与 弯 矩 之 微分 关系 作 剪 力图 和 弯 矩 图 ,可 不 必 写 出 剪 力 方 程 和 
弯 矩 方程 ,从 而 使 作 图 过 程 简化 。 因 此 ,这 种 作 图 方法 也 称 为 简易 法 。 

(2) 求 某 个 特定 截面 的 内 力 时 ,可 以 使 用 列 内 力 方程 的 方法 ,也 可 以 根据 截面 左 侧 或 右 
侧 的 分 离 体 平衡 直接 计算 ,应 根据 具体 情况 选择 最 简便 的 方法 。 

(3) 用 简易 法 作 剪 力 . 弯 和 矩 图 的 步骤 如 下 。 

Ф 求 支 反 力 ; 

© 根据 梁 上 的 外 力 确定 分 段 ,并 用 微分 关系 判断 各 段 剪 力 图 和 弯 矩 图 的 形状 ; 

@ 用 截面 法 和 突变 规律 确定 各 段 端点 和 特征 截面 的 Fs.M 值 ; 

Ф 作出 Fs „М 图 并 确定 剪 力 与 弯 矩 的 最 大 值 。 

注意 : 在 Fs、M 图 上 ,应 标注 正 负 号 ,以 及 各 段 的 端 值 和 极 值 以 及 取得 极 值 的 截面 
位 置 。 

【 例 4-81 外 伸 梁 受 力 如 图 4-21(a) 所 示 。 已 知 < 三 2m, 集 中 力 Е=20КМ, R P h 
M,=160kN • m, В) ВИН Е НЕ g 二 20kN/m, 求 作 Fs „М 图 并 确定 其 最 大 值 。 


解 : (1) 求 支 反 力 
由 平衡 方程 


Ум, =0, 可 得 Е, = 76kN 
БУМ, = 0， 可 得 F, = 104kN 
(2) 分 段 ,判断 Fs M 图 形状 
该 梁 应 分 为 AC.CB 和 BD 三 段 . 在 AC 和 BD 段 g 二 0, 所 以 Fs 图 为 水 平 线 ,M 图 为 
斜 直线 ; 在 СВ 段 ,g 向 下 为 负 , 所 以 Fs 图 为 有 下 斜 直线 .M 图 为 二 次 凸 明 线 。 
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(3) 定 端 值 
根据 突变 规律 ,A、B 和 处 剪 力 有 突变 ,但 弯 矩 连续 ; C 处 剪 力 连 续 ,但 弯 矩 发 生 突 
变 。 所 以 只 需 确 定 A 截面 右 侧 和 B 截面 左 、 右 两 侧 的 剪 力 ,就 可 作出 剪 力 图 。 对 于 弯 矩 图 ， 
不 仅 需 确定 A,B, D 截面 的 弯 矩 值 ,而 且 需 确定 C 截面 左 、 右 两 侧 的 弯 矩 值 及 抛物 线 顶 点 的 
ИН. НИНА 
Еве 一 一 84kN 
Mcg = 152kN。m 
Ms =— 40КМ * т 
МА = Мь = 0 
由 突变 规律 得 
Езв = Fss + Ев = 20(kN) 
Fsat = FA = Езс = Fsc# = 76(kN) 
Мо =—8kN +m 
СВ БЕЙ ЛАА. SEARE. ВЕ СВ 段 前 力图 的 几何 关系 ,算得 Fs=0 ЖИ E W C 
截面 为 3. 8m, 由 截面 法 可 得 该 截面 的 弯 矩 为 


МЕ = Fa(a+3.8)—M, ya x 3.8 136.4(kN + m) 


(4) 绘图 线 


根据 各 段 Fs „М 的 端 值 和 形状 , 作 Ез M 图 ( 见 图 4-21(b)、(c))。 由 图 可 知 ,Bx 截面 剪 
力 最 大 ,最 大 剪 力 为 


| Fs | их = 84kN 
C, ЖП уж М 
| M [mx = 152kN • т 
KBI 4-9] 如 图 4-22 所 示 简 支 梁 ,承受 线性 分 布 载荷 作用 ,载荷 集 度 的 最 大 绝对 值 为 
g。 试 建立 梁 的 剪 力 , 弯 矩 方程 ,并 画 剪 力 、 弯 和 矩 图 。 


“ 


图 422 
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解 : (1) 计算 支 反 力 
分 布 载 荷 的 合力 为 下 二 ql/2, 并 作用 在 距 B 端 1/3 处 。 由 平衡 方程 
Ум, = 0, ratl 0 
得 
F, = 
同 理 ,由 3》)M = 0 可 以 求 得 
Е, gl 


ЕСЕ 

(2) 建立 剪 力 与 弯 矩 方程 

由 图 4-22(b) 可 知 ,在 横 截面 x 处 ,载荷 集 度 的 数值 为 当 =。 所 以 , 梁 的 剪 力 与 弯 托 方程 
分 别 为 


qx z _ dl _ q z 
Fs(z) = FA 17 6 ЕШ (a) 


My = Ех = DF 91 4 (b) 


СЗ) HB JJ Lj ZER 
由 式 (a) 和 式 (b) 可 知 , 剪 力图 为 二 次 抛物 线 , 弯 矩 图 为 三 次 曲线 。 利 用 载荷 集 度 D JJ 
与 弯 矩 间 的 微分 关系 分 析 ,由 于 载荷 集 度 为 渐 减 函数 ,因而 
ФЕ» а 
dg 
同时 ,在 z=0 48.4-0. Е 0 718 8 ТЕЛА A 处 存在 极 值 点 的 西 曲线 。 
其 次 ,在 AB 梁 上 ,载荷 集 度 g 二 0, 同 时 截面 C 的 剪 力 Fsc=0。 因 此 , 弯 矩 图 为 在 截面 
C 处 存在 极 值 点 的 凸 曲线 。 
由 式 (a) 和 式 (b) 求 出 几 个 截面 的 剪 力 和 弯 矩 值 . 即 可 绘 出 梁 的 剪 力 与 弯 矩 图 (图 4-22 
(b)、(c))。 其 中 令 式 (a) 等 于 零 , 即 Fs(z) 一 0, 可 求 得 截面 C 的 横 截 坐标 为 
zc = к = 0.5771 
将 zc 代入 式 (b) , 即 得 截面 C 的 弯 矩 即 梁 的 最 大 弯 矩 为 
= q |Ë те q = 
93 15.59 ` Mi 
在 式 (b) 中 令 zx 一 上 /2, 求 出 跨度 中 点 截面 上 的 弯 矩 为 


БЕСІН 
м )- 16 


M.M. M|- JAZBA струнен a ПИ о еза өм. 


Г 4-10] 试用 简易 法 作 例 4-1 所 示 静 定 梁 (图 4-23(a) ) 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 
м. 在 例 4-1 中 已 求 得 粱 的 支 反 力 为 


W 材料 力学 
F=50kN q=20kN/m M.=5kN:m 


(a) 


(b) 


(с) 


图 4-23 


Fa = 81kN, Ев = 29kN, ma = 96.5kN +m 

分 析 梁 上 受 力 情况 ,将 梁 分 为 四 段 , 需 分 段 绘制 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 

下 面 对 各 分 段 ,判断 Fs, M 图 形状 , 求 必要 的 端 值 ,然后 绘 内 力图 。 

(1) 作 剪 力图 

4 АЕ,ЕР,КВ 三 段 梁 上 无 分 布 载荷 , 即 q(x) 二 0, 该 三 段 洪 上 Fs 图 为 水 平 直线 。 注 
意 到 支 座 A 及 截面 E 处 有 集中 力作 用 ,Fs 图 有 突变 ,要 分 别 计算 集中 力作 用 处 的 左 、 右 两 
侧 截面 上 的 剪 力 值 。 各 段 分 界 处 的 前 力 值 为 

AE Bt: Езда = Fseg# = Ед =81КМ 

ED В: Fse# = Ез =ЕА—Е=81—50=31(КМ) 

DK B: g(xz) 等 于 负 常 量 ,Fs 图 应 为 向 右 下 方 倾斜 的 直线 , 因 截 面 К 上 无 集中 力 , 则 可 
取 右 侧 梁 来 研究 ,截面 K 的 剪 力 为 

Езк 一 一 Ев 一 一 29kN 
KB Ët: Ез = —Ев = —29КМ 
还 需求 出 Fs =0 的 截面 位 置 。 设 该 截面 距 截 面 K 为 x ,于 是 在 截面 z+ 上 的 剪 力 为 


Ж.Ш 
Ез, =— Ев + = 0 
二 9X _ 
х= @ 20x107 1.45(т) 
由 以 上 各 有 段 的 剪 力 值 并 结合 微分 关系 , 便 可 绘 出 前 力图 (图 4-23(b))。 
(2) ESER 


Н AE、ED、KB 三 段 梁 上 g(x) 二 0,Fs 图 为 水 平 线 , 故 三 段 梁 上 的 M 图 应 为 斜 直线 。 
各 段 分 界 处 的 弯 矩 值 为 
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Ma =— ma 一 一 96. 5kN 
МЕ =— тл + F, X 1 =— 96.5 103 + 81 X 10° X 1 
=—15.5X10(N+m) =—15.5(kN • m) 
Mp =—ma + FA X2.5— Ех 1.5 
=— 96.5 X 10° +81 X 103 X 2.5 —50 X 103 X 1.5 
= 31 X 103(N + m) = 31(kN + m) 
Msg = M, = 5(kN • m) 
Mk = Fs X 1+M, = 29 103 X1+ 55 103 
= 34 X 10 (N + m) = 34(kN + m) 
显然 ,在 ED БЕУ rB lB] С ЖЕЙН Мс-0. 
DK B: 该 段 梁 上 g(x) 二 0 为 负 常 量 ,M 图 为 二 次 凸 曲线 。 在 Fs 二 0 HRM ESEA 
极 值 ,其 值 为 


Man = Ев X 2.45 +M. — + X (1.45) 


3 
-29х10 x 2.45 +5 x 10° — 2010 


XA. 


= 55 X 10°(N + m) = 55(kN + m) 
根据 以 上 各 段 分 界 点 的 弯 矩 值 和 在 Fs=0 处 的 Mam ,并 根据 微分 关系 , 便 可 绘 出 该 梁 
的 弯 矩 图 (图 4-23(c) ) 。 
由 图 可 知 , 最 大 剪 力 和 弯 矩 分 别 为 
| Fs |, = 81kN 
| M | = 96. 5kN • т 
此 外 ,有 时 也 用 释 加 原理 作 弯 矩 图 。 当 梁 在 载荷 作用 下 为 微小 变形 时 , 求 梁 的 支 反 力 、 
剪 力 和 弯 矩 所 得 到 的 结果 均 与 梁 上 的 载荷 成 线性 关系 。 在 这 种 情况 下 , 当 梁 上 受 几 个 载荷 
共同 作用 时 , 某 一 截面 上 的 内 力 就 等 于 梁 在 各 个 载荷 单独 作用 下 同一 横 截 面 上 的 内 力 的 代 


数 和 。 例 如 图 4-24 中 , 简 支 梁 受 集中 力 F 和 均 布 载荷 4 共同 作用 下 的 任意 截面 上 的 剪 力 和 
F. 4 
А ; 0, 
Ри. 
Е À Fi2+qg12 қ 
Ер 
Ел - - 
Ще] * еШ x 
Е? Е? 
Рі 
мі 2-48 м Й Mi айв 
A z іш "Tm. Ë 


чү 
u 


x 
(a) (b) (©) 


图 4-24 
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НИЕТ ЕЗІ F 和 均 布 载荷 d 单独 作用 下 该 截面 上 的 剪 力 与 弯 矩 的 代数 和 。 这 是 一 
个 普遍 的 原理 , 即 友 加 原理 ( 力 的 独立 作用 原理 ): 当 所 求 参 数 ( 内 力 、 应 力 或 位 移 ) 与 梁 上 的 
载荷 为 线性 关系 时 ,由 几 个 载荷 共 同 作用 时 所 引起 的 某 一 参数 ,就 等 于 每 个 载荷 单独 作用 时 
所 引起 的 该 参数 值 的 到 加 。 

由 于 在 常见 载荷 作用 下 梁 的 前 力图 一 般 为 直线 形式 ,比较 简单 , 故 一 般 不 用 全 加 原理 作 
图 。 下 面 通过 例子 只 着 重 说 明 用 释 加 原理 作 梁 的 弯 矩 图 的 方法 。 


【 例 4-11】 悬 辟 粱 受 力 如 图 4-25(a) 所 示 , 用 敌 加 原理 作出 此 梁 的 计算 图 。 已 知 妇 长 
为 上 ,其 上 受 均 布 载荷 人 集中 力 正 作用 , 且 F— qt, 


图 4-25 


解 : 先 将 梁 上 的 每 个 载荷 单独 作用 (图 4-25(b) Сс) ,分 别 作 出 梁 上 只 有 集中 力 正和 
ЗУ А а 时 的 弯 矩 图 (图 4-25(d) Ce))。 两 M 图 的 纵 坐标 具有 不 同 的 正 负 号 ,为 方便 起 
见 , 在 又 加 时 可 将 其 画 在 z 轴 的 同一 侧 , 如 图 4-25(f) 所 示 。 于 是 两 图 共同 的 部 分 (图 (了) 中 
无 阴影 线 部 分 ) 其 正 值 和 负 值 的 纵 坐 标 互相 抵消 , 剩 下 的 纵 距 (图 (f) 中 阴影 部 分 ) 即 代表 至 
加 后 的 弯 矩 值 。 释 加 后 的 弯 矩 图 仍 为 抛物 线 。 若 将 其 改 画 为 以 水 平 直线 为 基线 的 图 , 即 得 
通常 形式 的 弯 矩 图 (图 4-25(g) ) 。 

从 上 述 例 题 可 以 看 出 ,用 释 加 原理 作 弯 矩 图 时 ,首先 分 别 作 出 各 项 载荷 单独 作用 下 梁 的 
弯 和 矩 图 ,然后 将 其 相应 的 纵 坐 标 生 加 , 即 得 梁 在 所 有 载荷 共同 作用 下 的 弯 矩 图 。 

释 加 法 的 优点 在 于 将 载荷 分 解 后 ,每 一 个 载荷 产生 的 弯 矩 图 简单 ,一般 不 需要 求 出 约束 
反 力 或 能 很 方便 地 求 出 约束 反 力 后 , 即 可 画 出 弯 矩 图 。 因 此 ,利用 释 加 原理 画 弯 矩 图 时 , 必 
须 较 为 熟悉 一 些 简单 载荷 的 弯 矩 图 及 其 最 大 弯 矩 值 , 例 如 在 简 支 梁 或 悬臂 梁 上 作用 集中 力 、 
整 跨 均 布 载荷 以 及 端点 力 偶 等 情况 。 

应 该 指出 , 琶 加 原理 只 是 当 梁 受 载荷 后 产生 的 位 移 相 对 梁 的 长 度 很 小 ,可 以 忽略 不 计时 
才能 应 用 , 即 只 适用 于 小 变形 梁 的 情况 。 
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46 平面 刚 架 和 曲 杆 的 内 力图 


平面 刚 架 是 由 在 同一 平面 内 .不同 取向 的 杆 件 ,在 节点 处 相互 刚性 连接 而 组 成 的 结构 。 
如 图 4-26 所 示 的 结构 ABC 为 一 刚 架 ,村 AC 与 杆 BC 在 节点 B 处 刚性 连接 ,节点 B 称 为 风 
节点 。 它 与 匀 节 点 的 区 别 在 于 结构 承载 变形 后 , 刚 节 点 处 杆 件 间 的 来 角 仍 与 承载 前 相同 , 保 
持 不 变 ,而 按 节 点 处 杆 件 间 的 来 角 是 可 以 变化 的 。 例 如 图 4-27 所 示 结 构 中 B 处 为 刚 节点 ， 
С 处 为 镜 节 点 。 在 承载 后 ,此 结构 变 成 AB'C'D 形状 。 节 点 B Ж С 处 承载 前 都 为 直角 。 变 
形 后 刚 节点 处 的 角度 仍 为 直角 (0 一 到 ,而 匀 节 点 处 的 角度 发 生变 化 [4 关于 ]。 


Е 


B C 


A 
7777 


图 4-26 图 4-27 


因此 ,对 刚 架 从 几何 形状 来 看 ,虽然 轴线 已 不 再 是 一 根 直线 ,但 由 于 其 节点 是 刚性 的 ,在 
承受 载 葡 时 可 作为 一 连续 的 整体 来 考虑 。 刚 节点 不 仅 可 像 匀 节 点 那样 传递 力 的 作用 ,而 且 
可 以 传递 力 偶 的 作用 。 由 于 刚 架 的 轴线 为 折线 ,与 梁 相 比 较 , 其 内 力 情况 将 更 复杂 些 。 一 般 
情况 ,平面 刚 架 在 平面 内 受 力 时 ,内 力 除了 弯 矩 及 剪 力 外 , 尚 存在 轴 向 力 , 故 刚 架 的 内 力图 包 
括 轴 力 图 、 剪 力图 及 弯 矩 图 。 

刚 架 内 力 的 求解 原则 上 与 求 梁 内 力 的 方法 相同 , 即 某 截面 内 力 的 数值 等 于 此 截面 一 侧 
所 有 外 力 对 此 截面 简化 后 的 合力 及 合力 矩 。 但 由 于 刚 架 各 杆 的 轴线 方向 不 同 ,为 了 能 表示 
内 力 沿 各 杆 轴线 的 变化 规律 ,习惯 上 按 下 列 约定 : 弯 矩 图 画 在 各 杆 的 受 压 一 侧 , 不 注 明正 负 
号 ; 前 力图 及 轴 力 图 可 画 在 刚 架 轴线 的 任意 一 侧 ( 通 常 正 值 画 在 刚 架 的 外 侧 ), 需 注 明 正 负 
号 (前 力 与 轴 力 的 正 负 号 规定 同 前 )。 

轴线 是 一 平面 曲线 的 杆 件 称 为 平面 曲 杆 , 工 程 中 的 某 些 构件 如 活塞 环 、 吊 钧 、 链 坏 、 拱 等 
都 可 简化 为 平面 杆 件 。 平面 曲 杆 横 截面 上 的 内 力 情 况 及 其 内 力图 的 绘制 方法 与 刚 架 的 相 
类 似 。 

下 面 举例 说 明 平 面 刚 架 和 曲 杆 内 力图 的 绘制 方法 。 

【 例 4-12】 如 图 4-28(a) 所 示 为 下 端 固定 的 刚 架 ,在 其 轴线 平面 内 受 集 中 载荷 F, 和 
F, 作用 。 试 作 刚 架 的 内 力图 。 


解 : 计算 内 力 时 ,一 般 应 先 求 出 刚 架 的 支 反 力 。 本 题 刚 架 C 点 为 自由 端 , 若 取 包 含 自 
由 端 部 分 为 研究 对 象 ( 见 图 4-28(a)) ,就 可 不 求 支 反 力 。 下 面 分别 列 出 各 段 杆 的 内 力 
方程 。 
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一 一 
А к 1 
С С Ө 
° 
(a) (b) (с) 
图 4-28 


(а) 刚 架 ; (b) Ех И; (c) Fs 图 ; (d) M 图 


СВ В: 
Fyz) = 0, 0<х<а 
Е;(х) = Е, 0<лх<а 
М(х) =— Ех, 0<х<а 
ВА 2 


Ем) =— Е, 0< а <1 
Fs(ay) = Fx, 0< а =! 
М(х) =— Еа — Ел, 0< x, <l 
根据 各 段 杆 的 内 力 方 程 , 即 可 绘 出 轴 力 图 、. 剪 力图 与 弯 矩 图 ,分 别 如 图 4-28(b) Сс) 、d Жак. 


【 例 4-131 绘制 如 图 4-29(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 
912 


4! 


(с) (4) 


图 4-29 
(a) ЕЖ; (b) F 图 ; (c) Fs 图 ; (d) M 图 
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解 : (1) 求 支 反 力 
取 整 体 为 研究 对 象 ,由 平衡 方程 
УЕ, =0, 4-Е. = 0 
得 
Е,-а (=) 
Ум, =0. ғы/-а.4-о 
得 
Fa 一 g (4) 
УЕ, =0, Ев Ел = 0 
得 
Fw = с 
(2) 写 出 各 杆 内 力 方程 
将 AC 杆 及 BC 杆 的 坐标 原点 分 别 设 在 A 点 和 B 点 ,各 杆 任意 截面 为 zx 和 zz, 则 其 内 
力 方程 为 
AC 杆 : 
Ем) = Fy = z, 0< а <l 
Ез(ху) = Еһ —qa = 4—9, 0< zx Sl 
M(x) Fati — аа > qlxı Ta » О 2 = i 
BC 杆 : 
Ех(х;)=0, 0< x <1 
Fs(z,) =— Fs --4, 0<<1 
М(х) = Ер) = Lr, Kr <l 
(3) 画 内 力图 


由 以 上 各 段 杆 的 内 力 方程 即 可 画 出 刚 架 的 轴 力 、 剪 力 和 弯 和 矩 图 ,分 别 如 图 4-29(b)、 
(c)、(d) 所 示 。 


由 图 中 可 以 看 出 , 刚 节点 C ТТЫ ЕТ 


【 例 4-14】 如 图 4-30(a) 所 示 为 一 端 固定 的 四 分 之 一 圆 环 ,半径 为 尽 , 受 力 正 作用。 
试 作 此 曲 杆 的 内 力图 。 


解 : 对 于 曲 杆 ,应 用 极 坐标 表示 其 横 截 面 位 置 。 取 环 的 中 心 O 为 极点 ,以 OB 为 极 轴 ， 
并 用 0 表示 横 截面 位 置 ( 图 4-30(a) ) 。 

(1) 列 内 力 方程 

根据 截 出 部 分 (图 4-30(b)) 的 静 力 平衡 条 件 , 可 得 
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(с) РА (d) Fs (e) МЕН 


图 4-30 


Е} (0) =— Fsin0 
Fs(0) = Fcos0 
M(0) =— FRsin0 
其 中 内 力 的 符号 规定 同 刚 架 一 样 , 即 引 起 拉 伸 变 形 的 轴 力 为 正 ; 对 保留 段 内 任 一 点 取 
E , 若 力矩 为 顺 时 针 方向 则 剪 力 为 正 ,反之 为 负 ( 正 的 轴 力 、 剪 力图 通常 画 在 曲 杆 外 侧 )。 对 
于 弯 矩 则 规定 使 轴线 曲率 增加 为 正 , 反 之 为 负 。 弯 和 矩 图 画 在 曲 杆 弯曲 时 受 压 一 侧 ,而 不 在 图 
中 标 出 正 负 号 。 
(2) 画 内 力图 
根据 上 述 内 力 方程 及 内 力图 画 法 ,以 曲 杆 轴线 为 基线 ,用 径 向 射线 的 长 度 表 示 内 力 的 大 
小 ,分 别 作 该 曲 杆 的 轴 力 图 、 前 力图 和 弯 矩 图 ,如 图 4-30(c)、 Cd) Ce) 所 示 。 


4-1 什么 叫 平面 弯曲 ? 

4-2 怎样 确定 弯 矩 及 剪 力 的 正 负 号 ? 它们 与 粱 的 变形 有 何 关系 ?“ 剪 力 向 上 为 正 , 弯 
矩 顺 时 针 方 向 为 正 ? 的 提 法 是 否 正确 ”为 什么 ? 

4-3 ДЕҢ Fs M 方程 时 ,试问 在 何 处 需要 分 段 ? 

4-4 ”试问 载荷 集 度 、 前 力 和 弯 矩 之 间 的 微分 关系 , 即 式 (4-1) 和 式 (4-2) 的 应 用 条 件 是 
什么 ? 在 集中 力 和 集中 力 偶 作 用 处 ,此 关系 能 否 适用 ? 

4-5 试 总 结 在 集中 载荷 作用 处 内 力图 的 突变 规律 。 

4-6 (1) 试问 在 思考 题 4-6(a) 图 所 示 梁 中 ,AC RA CB 段 剪 力图 图 线 的 斜率 是 否 相 
同 ? 为 什么 ? 

(2) 试问 在 思考 题 4-6(b) 图 所 示 梁 的 集中 力 偶 作用 处 , 左 、 右 两 段 弯 矩 图 图 线 的 切线 
斜率 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 

4-7 图 示 两 梁 的 内 力图 是 否 相同 ? 为 什么 在 求 分 布 载荷 梁 的 内 力 时 用 截面 法 前 不 能 
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将 分 布 载荷 看 成 集中 力 , 而 在 截 开 后 能 看 成 集中 力 ? 


4окм| 
2kN/m 


«БН, a 


2m 2т 


10kN-m А 
эк 
2kN/m | pm 


„ ШІН, АК n ү n È 


|a т а — ы 
思考 题 4-6 图 思考 题 4-7 图 
4-8 刚 架 的 刚 节 点 与 铵 节点 有 何不 同 ? 
习题 
4-1 试 求 图 示 各 梁 中 指定 截面 上 的 剪 力 和 弯 和 矩 。 
5КМ 


(а) 

токм i 

Ш2 Е 

- B 2 1 В 
4; 125 ада ; 
«Им я sda lm 。 
2.5m и 
© (d) 


题 4-1 图 


2102 材料 力学 


4-2 ， 试 写 出 下 列 各 梁 的 剪 力 方程 和 弯 算 方程 ,并 作 剪 力图 和 弯 矩 图 。 


(а) 


3kN/m 75КМ 


Е 30kN.m ші 
с B ы 
1 A D Ы 
1.501 
E ыз мш HŽ 
@) (h) 
题 4-2 图 


4-3 试 利用 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 间 的 微分 关系 作 下 列 各 梁 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 


SkN/m 


15KN | 1okNm 
1 ГІП, же 
4 ] С 4 С 


B 


题 4-3 图 
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250kN 250kN 
2kN/m 10kN/m | 


р В А ііі! 119 

ся 4% 24 
1 

2m | 


(2) (9 
Е F “ + 
а |-4- қама” 
б) % 
题 4-3 图 ( 续 ) 


4-4” 试 作 下 列 具 有 中 间 匀 的 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 


2kN/m 


o БЕС! L 2m sl 2m Г 
SOkN SOkN 
(b) | 2т a 2m ТЕ š 
题 4-4 图 
4-5 试 根 据 载 荷 集 度 . 剪 力 与 弯 矩 之 间 的 微分 关系 指出 图 示 剪 力图 和 弯 矩 图 的 错误 


并 予以 改正 。 


ga? 4 Ё qa | q 
а а 2а | a a а 
ЕЛ qala қ 4а 
ш F yF 


3gal4 qa 
7qal4 
Здау2 е 
"Let AN 
т т 
qah 
(a) (b) 


题 4-5 图 
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aaa .| 上 二 | 二 | 
Ñ ча к | T 2qa дар 
аша т т 
qal3 


题 4-5 图 ( 续 ) 


4-6 设 梁 的 前 力图 如 图 所 示 , 试 作出 弯 矩 图 及 载荷 图 。 已 知 梁 上 没有 作用 集中 力 偶 。 


SN 
3 
1 
1 3 * 
2m |2® 4m y 
(а) 
РКМ 


FsAN 


Em 4-6 图 


4-7 已 知 梁 的 弯 矩 图 如 图 所 示 , 试 作 梁 的 载荷 图 和 前 力图 。 


МАКМ-т) 


нее) 
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题 4-7 图 
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4-8 Шал Фан ТЯГ ЖЕЛ) НЧ. 


(с) (d) 
qa qa 4 
и ' НЕНИЯ. 
Ж p теу 
4 а. 4а 4 
(е) (0 
题 4-8 图 


4-0 选择 适当 的 方法 , 试 作 图 示 各 梁 的 剪 力图 和 弯 和 矩 图 ,并 求 出 最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 。 


Р р 
етт, аА, 


12 12 
| 12 12 

(a) (b) 
50кмл К К 
š © SOkN/m SOkN/m 40kN 

А А, 

В С в |с 
| 1 ыл. | 3ш „3ш „2ш 

(с) (d) 


题 4-9 图 


4-10 图 示 以 三 种 不 同方 式 悬 吊 着 的 长 12m, E 24kN 的 等 直 杆 ,每 根 吊 索 承受 由 杆 重 
引起 的 力 相 同 , 试 分 别 作 三 种 情况 下 杆 的 弯 矩 图 ,并 加 以 比较 。 这 些 结果 说 明 什 么 问题 ? 


t 14 
А в al в a 
12т |2.5т 2.5m] 1.5m| 3m |3т 
12т 12т 
(b) (c) 


Eñ 4-10 图 
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4-11 如 欲 使 图 示 外 伸 梁 的 跨度 中 点 处 的 正 弯 和 矩 值 等 于 支点 处 负 弯 和 矩 值 , 则 支 座 到 端 


点 的 距离 a 与 梁 的 长 度 / 之 比 和 应 等 于 多 少 ? 
412 桥 式 起 重 机 大 梁 上 的 小 车 的 每 个 轮子 对 大 梁 的 压力 均 为 下 ,试问 小 车 在 什么 位 
置 时 梁 内 的 弯 矩 为 最 大 ? 求 其 最 大 普 逢 值 及 作用 蕉 面 。 设 小 车 的 轮 距 为 4, 大 梁 的 跨度 


为 1。 


ПИЕ ЖР Е 
Е fF Я 

= 1 = 
题 4-12 图 


题 4-11 图 


4-13 试 作 图 示 刚 架 的 弯 和 矩 图 .前 力图 和 轴 力 图 。 
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Eñ 4-13 图 
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4-14. 圆 弧 形 曲 杆 受 力 如 图 所 示 。 已 知 曲 杆 轴线 的 半径 为 尺 , 试 写 出 任意 截面 C 上 的 
剪 力 、 弯 矩 和 轴 力 的 表达 式 ( 表 示 成 g 角 的 函数 ) ,并 作曲 杆 的 剪 力 图 , 弯 矩 图 和 轴 力 图 。 


F 
| А 
ÇB 
2 
4) Ф Е 
O О 
M.=FR 
(a) (b) (с) 


5.1 弯曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 


5.1.1 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 


在 前 一 章 中 讨论 了 梁 横 截面 上 的 内 力 , 为 了 进行 强度 计算 ,必须 进一步 研究 梁 在 弯曲 时 
横 截 面 上 的 应 力 及 其 分 布 规律 。 

图 5-1(a) 所 示 简 支 梁 横 截面 为 矩形 ,两 个 外 
力 下 垂直 于 轴线 ,对 称 地 作用 于 梁 的 纵向 对 称 面 
内 。 梁 的 计算 简 图 ,前 力图 和 弯 矩 图 分 别 表示 于 
图 5-1(b)、(c) 和 dd 中。 从 图 中 可 以 看 出 ,在 АС 
和 BD PEEN PARRE LEA SEAH 
REA EAMA RA. Е CD 段 内 
ЖИЙ 1 09 2) Ж Ж.Ш Н Б.Ш НД © 4-< т 
矩 而 无 剪 力 ,这 种 弯曲 称 为 纯 变 遇 。 由 静 力 学 关 
Z". BN M 是 模 蕉 而 上 法 向 分 布 内 力 组 成 的 ЕН 
合力 偶 矩 ,而 剪 力 Fs 则 是 切 向 分 布 内 力 组 成 的 O ІШІ 
合力 。 因 此 , 梁 在 横 力 弯曲 时 , 横 截 面 上 既 有 正 [RI 
应 力 又 有 切 应 力 ; МЕНЕЕ АУ НИ. ИЛАШ ЕН F 
有 正 应 力 而 无 切 应 力 。 为 了 方便 起 见 ,本 章 先 研 м 


Б 


УСЕЕВ FIERD ЖА ЕНЕС ВА ЛИН 5 d 
下 的 正 应 力 和 切 应 力 。 Е | е 
设 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 ,作用 大 小 相等 、 转 күл | 


ЕЗГЕ ИУ 7115. ЛАЗ РИН. < ЕЛУЙ ДШ F 
只 有 弯 矩 ,因而 也 只 有 与 弯 矩 相关 的 正 应 力 。 像 研究 扭转 一 样 , 从 研究 梁 的 变形 和 人手 ,分 析 
变形 几何 关系 ,再 综合 物理 关系 和 静 力 学 关系 得 出 纯 弯 曲 时 的 正 应 力 。 


1. 试验 与 假设 


首先 观察 梁 的 变形 , 取 一 根 对 称 截面 梁 (例如 甜 形 截面 梁 ) ,在 其 表面 画 上 纵向 线 ab 和 
cd ,并 作 与 它们 垂直 的 横向 线 1 一 1 和 2 一 2( 图 5-2(a))。 然 后 在 梁 两 端 纵 向 对 称 平面 内 施 
加 一 对 大 小 相等 、 转 向 相反 的 力 偶 , 使 杆 件 发 生 纯 弯 曲 变形 。 从 试验 中 观察 到 (图 5-2(b)); 

(1) 各 纵向 线 变 为 弧 线 ,而 且 靠近 梁 顶 面 的 纵向 线 缩短 ,靠近 梁 底面 的 纵向 线 伸 长 ; 
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(2) 各 横向 线 仍 为 直线 , 且 仍 与 已 经 变 成 弧 线 的 纵向 线 正 交 ,只 是 横向 线 间 相对 转 过 一 
ТЯ; 

(3) 从 横 截面 看 ,在 纵向 线 伸 长 区 , 梁 的 宽度 减少 ,而 在 纵向 线 缩短 区 , 梁 的 宽度 则 增 
加 ,变形 情况 与 轴 向 拉 、 压 时 的 变形 相似 。 

根据 上 述 现象 ,对 梁 内 变形 与 受 力作 如 下 假设 : 变形 后 , 梁 横 截面 仍 保持 为 平面 , 且 仍 
与 纵向 线 正 交 ; 同时 , 梁 内 各 纵向 “纤维 ” 仅 承受 轴 向 拉 应 力 或 压 应 力 。 前 者 称 为 蛮 曲 平面 
假设 ; 后 者 称 为 单 向 受 力 假设 。 这 两 个 假设 已 被 试验 与 理论 分 析 所 证 实 。 

根据 平面 假设 , 梁 弯 曲 时 沿 截 面 高 度 , 应 由 底面 “纤维 ”的 伸 长 连续 地 逐渐 变 为 项 面 “ 纤 
维 ” 的 缩短 ,其 间 必 存在 一 长 度 不 变 的 过 渡 层 ,这 一 层 “ 纤 维 ” 称 为 中 性 层 。 中 性 层 与 模 截 面 
的 交 线 称 为 中 性 轴 ( 图 5-3)。 平 面 弯曲 时 , 梁 的 变形 对 称 于 纵向 对 称 面 , 因 此 ,中 性 轴 必 垂 


直 于 截面 的 纵向 对 称 面 。 
тезі: о 


图 52 图 5-3 


综 上 所 述 , 纯 弯曲 时 梁 的 所 有 横 截 面 均 保持 为 平面 , 且 仍 与 变形 后 梁 的 轴线 正 交 ,并 绕 
中 性 轴 作 相对 转动 ,而 所 有 纵向 “纤维 ” 均 处 于 单 向 受 力 状 态 。 


2. 正 应 力 公式 推导 


1) 变形 几何 关系 
为 分 析 纵 向 线段 的 变形 ,用 横 截 面 1—1 与 2 一 2 从 梁 中 切取 长 度 为 dz 的 微 段 , 取 截 面 
对 称 轴 为 y 轴 , 中 性 轴 为 = 轴 ( 图 5-4(a))。 梁 弯曲 后 , 纵 坐标 为 y 的 纵 线 ab 由 直线 变 为 弧 


Ба” С 5-4(b))。 设 截面 1—1 与 2—2 间 的 相对 转角 为 dg, 中 性 层 O, О, 的 曲率 半径 为 
Pp: 则 纵 线 ар 的 线 应 变 为 


өші 


ab’ —ab _ (р+у)д0— pdd _ у 


ab раб р ш 
上 式 表明 , 梁 的 纵向 线 应 变 沿 截面 高 度 按 线性 分 布 , 距 中 性 层 越 远 ,e 越 大 。 距 中 性 层 
等 远 的 各 “纤维 ?其 变形 相同 。 
2) 物理 关系 


在 纯 弯曲 下 ,假设 各 纵向 “纤维 ”处 于 单 向 受 力 状 态 ,因此 , 当 正 应 力 不 超 过 材料 的 比例 
极限 时 ,由 胡 克 定律 可 得 


в= Ее = E> (5-1) 
0 
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РАЈ 
(а) 
Сс тах 
r 
(с) 
图 54 


由 式 (5-1) 可 知 , 横 截面 上 任意 一 点 的 正 应 力 与 该 点 到 中 性 轴 的 距离 y 成 正比 , 即 正 应 
力 沿 截面 高 度 按 线 性 分 布 ; 沿 截面 宽度 均匀 分 布 。 距 中 性 轴 越 远 , 应 力 值 越 大 ,在 中 性 轴 上 
各 点 处 的 正 应 力 均 为 零 ( 图 5-4(c))。 

以 上 建立 的 式 (5-1) ,由 于 中 性 轴 的 位 置 与 中 性 层 曲率 半径 р 的 大 小 均 为 未 知 ,所 以 由 
该 式 尚 不 能 确定 正 应 力 的 大 小 , 须 通 过 静 力 学 关系 解决 。 

3) 静 力 学 关系 

如 图 5-5 所 示 , 横 截面 上 各 点 处 的 法 向 微 内 力 cdA 组 成 一 空间 平行 力 系 , 该 力 系 可 简 
化 为 三 个 内 力 分 量 , 即 轴 力 Ех 和 对 y、z 轴 的 力矩 М, 及 M:。 由 于 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 只 
ABE M ,根据 静 力 学 平衡 条 件 有 

Fy = [аал = 0 (b) 


м, = | sodA =0 (с) 
А 


(d) 


将 式 (5-1) 代 入 式 (b) 得 
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式 中 S, = хал Ватто Е h FE A 0, 故 必然 有 8, = 0, 由 图形 几何 性 质 


(附录 A) 可 知 , 仅 当 = 轴 通 过 截面 形 心 时 静 和 矩 S. 才 为 零 由 此 可 见 ,中 性 轴 =* 必 定 通过 截面 形 心 。 
将 式 (5-1) 代 入 式 (c) 得 


[гал = E| уал = о 
A pia 


式 中 ,积分 | yeda = 1,, 为 横 截 面 对 > 轴 和 = 轴 的 惯性 积 .由 于 y 轴 是 横 截面 的 对 称 轴 , 因 此 


1, = 0, 式 (c) 自动 满足 。 
将 式 (5-1) 代 入 式 (d) 得 


| yaa = E| ydA = ËI, =M (e) 
А pHa p 
式 中 
I. = ал 
为 横 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ( 见 附录 A)。 于 是 式 (e) 可 写成 


= 云 一 (5-2) 


式 (5-2) 是 用 曲率 表示 的 弯曲 变形 公式 。 该 式 表明 中 性 层 的 册 率 二 与 灾 拭 成 正比 ,与 El. 成 


反比 。 乘 积 El. 称 为 梁 截 面 的 抗 弯 刚度 。 惯 性 矩 L 综合 反映 了 横 截 面 形状 与 尺寸 对 弯曲 
变形 的 影响 。 

将 式 (5-2) 代 入 式 (5-1), 即 得 纯 弯 曲 时 等 直 梁 横 截 面 上 正 应 力 计算 公式 

а= Ms (5-3) 

式 中 ,M 和 了 分 别 为 横 截面 上 的 弯 矩 和 惯性 矩 ; y 为 所 求 应 力 点 到 中 性 轴 的 距离 。 用 公 
式 (5-3) 计 算 正 应 力 时 ,车 将 M A y 的 正 负 代入 ,计算 所 得 结果 为 正 , 则 表明 该 点 的 正 应 力 
为 拉 应 力 ; 若 为 负 , 则 为 压 应 力 。 通 常 ,M 和 > 一 般 用 绝对 值 代 入 ,至 于 所 求 点 正 应 力 的 正 
负 号 ,可 根据 梁 变 形 的 情况 予以 判断 。 

4) 最 大 弯曲 正 应 力 

由 式 (5-3) 可 知 ,弯曲 时 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 , 即 > 一 ye 的 点 ,弯曲 正 应 力 


最 大 ,其 值 为 
— Муш _M 


= 1. 1. 


У тах 


IP, НИЙ Т.у БУ ТИТО Е ЧА 5 А TAK О ТЕТ А ЗЕЛ МУО 表示 , 即 
w= 上 上 (5-4) 
于 是 ,最 大 弯曲 正 应 力 即 为 


(5-5) 


O 后 文 有 时 记 作 W:, 以 区 别 于 对 另 一 坐标 轴 у 的 抗 弯 截 面 系数 W,,W, 一 I /zmx。 当 下 标 省 略 时 ,W 通常 表示 
W.. 


q 
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可 见 ,最 大 弯曲 正 应 力 与 弯 矩 成 正比 ,与 抗 索 截 面 系数 成 反比 。 抗 弯 截 面 系数 W 综合 
地 反映 了 横 截面 的 形状 与 尺寸 对 弯曲 正 应 力 的 影响 。 
对 于 矩形 截面 (图 5-6(a)) ,由 式 (5-4) 得 


Е" h = (950) 
2 
同 理 , 对 圆 截 面 (图 5-6(b)) 

та" 
м = 5 = = 一 zd 6-7) 

2 

对 于 空心 圆 截 面 (图 5-6(c)) 

w= aa) (5-8) 


uh. = Қай Мен. 
至 于 型 钢 截 面 的 抗 村 截面 系数 , 则 可 以 从 型 钢 规格 表 中 查 到 。 


梁 弯 曲 时 , 横 截 面 上 各 点 的 正 应 力 或 为 拉 应 力 或 为 压 应 力 。 对 于 中 性 轴 为 对 称 轴 的 横 
截面 ,例如 和 矩形 、 圆 形 和 工 字 形 等 截面 ,其 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 在 数值 上 相等 ,可 按 
式 (5-5) 求 得 。 对 于 中 性 轴 不 是 对 称 轴 的 截面 ,例如 工 字形 截面 , 则 其 上 拉 应 力 和 压 应 力 
的 最 大 值 不 等 ,这 时 应 分 别 以 模 截 面 上 受 拉 和 受 压 部 分 距 中 性 轴 最 远 的 距离 yi,wmx 和 
Yema (KI 5-6(d)) 直 接 代入 式 (5-3) 以 求 得 相应 的 最 大 拉 、 压 应 力 。 


5.1.2 横 力 弯曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 


式 (5-3) 是 在 纯 弯 情况 下 ,并 以 5.1.1 节 提 出 的 两 个 假设 为 基础 导出 的 。 但 常见 的 弯曲 
问题 多 为 横 力 弯曲 , 即 梁 的 横 截面 上 不 但 有 正 应 力 而 且 还 有 切 应 力 。 由 于 切 应 力 的 存在 , 梁 
的 模 截面 将 发 生 旋 曲 。 此 外 ,在 与 中 性 层 平行 的 纵 截面 上 ,还 有 由 横向 力 引 起 的 挤 压 应 力 。 
因此 , 梁 在 纯 弯 曲 时 所 作 的 平面 假设 和 单 向 受 力 状 态 的 假设 都 不 能 成 立 。 但 弹性 理论 的 分 
析 结 果 指 出 ,在 均 布 载 荷 作 用 下 的 甜 形 截面 简 支 梁 , 当 其 跨度 与 截面 高 度 之 比 l/h 大 于 5 
时 , 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 按 纯 弯 曲 时 的 式 (5-3) 来 计算 ,其 误差 不 超过 1% 。 对 于 工程 实 
际 中 常用 的 其 他 梁 , 应 用 纯 弯 曲 时 的 正 应 力 计算 公式 来 计算 梁 在 横 力 弯曲 时 模 截 面 上 的 正 
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应 力 , 所 得 结果 误差 虽 略 偏 大 一 些 ,但 足以 满足 工程 中 的 精度 要 求 。 且 梁 的 跨 高 比 L/h 越 
大 ,其 误差 越 小 。 于 是 式 (5-3) 可 推广 为 
== Ах (5-9) 


APM) ЖЖП Н. Ah ВА JJ НМ, P 25 А ТАГ {у ЛЕ dk НС (5-5) 
计算 横 力 弯曲 时 等 直 梁 的 最 大 正 应 力 就 要 用 M... E M. Вр 


дык = Чен (5-10) 


此 式 表明 等 直 梁 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 发 生 在 弯 矩 最 大 的 截面 上 , 且 在 离 中 性 轴 最 远 处 。 
【 例 5-11 如 图 5-7(a) 所 示 为 一 受 均 布 载荷 的 悬臂 梁 , 已 知 梁 的 长 度 1 二 1m, 均 布 载 
АН Е НЕ g 二 6kN/m, 梁 由 10 号 槽 钢 制 成 , 试 求 此 梁 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 


(b) 


图 5-7 


解 : (1) 查 表 得 槽 钢 截面 尺寸 如 图 所 示 ,w = 15. 2mm, у; = 32. 8mm, 其 截面 的 惯性 矩 
1.=25. 6 Х 10*тт*. 

(2) 作 弯 和 矩 图 (图 5-7(b)) 

由 弯 矩 图 知 梁 的 固定 端 截面 上 弯 矩 最 大 ,其 值 为 


2 
| M |, = IÉ = 106 x 10° x 12) = 3 000(N + m) 


2 2 
(3) 求 最 大 应 力 
因 危 险 截面 上 的 弯 矩 为 负 , 故 截面 上 边缘 点 受 最 大 拉 应 力 ; 截面 下 边缘 点 受 最 大 压 应 
力 。 其 值 为 


M, 3000 М 

=< x 0. = x = 178(M 
Or max Т. Уз = 256 1078 0. 015 2 = 178 х 10° (Ра) = 178(МРа) 
тах 3 000 X 0.032 8 = 385 X 10° (Ра) = 385(MPa) 


ботак — ПТ. У: — 55.6 Х 10 


5.2 弯曲 切 应 力 


在 横 力 弯曲 的 情况 下 , 梁 的 横 截 面 上 有 剪 力 ,相应 地 就 有 切 应 力 。 弯 曲 切 应 力 的 分 布 比 
正 应 力 复杂 , 随 截 面 形 状 不 同 其 分 布 规律 亦 不 同 , 本 节 讨 论 工 程 中 经 常 采用 的 几 种 截面 梁 的 
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弯曲 切 应 力 。 
5.2.1 ЖЕҢЕ 


首先 研究 矩形 截面 梁 横 截面 上 的 切 应 力 , 并 以 此 阐明 研究 弯曲 切 应 力 的 基本 原理 和 方 
法 。 如 图 5-8 所 示 一 和 矩形 截面 梁 受 任意 横向 载荷 作用 。 以 横 截面 m 一 m 和 横 截 面 n 一 n 假 
想 地 从 梁 中 取出 长 为 dz 的 一 段 ,一 般 情况 下 ,该 两 横 
截面 上 的 弯 窍 并 不 相等 ,因而 两 截面 上 同一 у 坐标 处 
的 正 应 力也 不 相等 。 再 用 平行 于 中 性 层 的 纵 截面 AA 


RF 4(х) 


ВВ 假想 地 从 梁 段 上 截 出 体积 元 素 mB С 5-9(b))， . ти 
则 在 端面 mA 和 nB Ee SERJI eR 呈 一 盖 一周 
相等 。 因 此 ,为 维持 体积 元 素 mB 的 平衡 ,在 纵 面 AB， 图 58 


上 必 有 沿 工 方向 的 切 向 内 力 , 故 在 纵 面 上 就 存在 相应 
的 切 应 力 C (图 5-9(a))。 


为 推导 切 应 力 的 表达 式 ,还 需求 切 应 力 沿 截面 宽度 的 变化 规律 以 及 切 应 力 的 方向 。 对 
于 狭长 矩形 截面 ,由 于 梁 的 侧面 上 无 切 应 力 , 故 横 截面 上 侧 边 各 点 处 的 切 应 力 必 与 侧 边 平 
行 ,而 在 平面 弯曲 情况 下 ,对 称 轴 y 处 的 切 应 力 必 沿 y 方向 , 且 狭 长 矩形 截面 上 切 应 力 沿 截 
面 宽度 的 变化 不 可 能 大 。 于 是 ,可 作 如 下 两 个 假设 : 

(1) 横 截 面 上 各 点 处 的 切 应 力 均 平行 剪 力 ; 

(2) 切 应 力 沿 矩形 截面 宽度 均匀 分 布 。 

根据 上 述 假设 所 得 到 的 解 ,对 于 狭长 矩形 截面 梁 足 够 精确 ,而 对 于 一 般 高 度 大 于 宽度 的 
和 矩形 截面 梁 , 在 工程 计算 中 也 是 适用 的 。 

已 知 横 截 面 上 切 应 力 的 变化 规律 后 .就 可 直接 由 静 力 平衡 条 件 导 出 切 应 力 的 计算 公 
设 在 图 5-8 中 距 左 端 为 x 和 zz 十 dz ARRE mm 和 nn 一 n ЕН ЖЖМ 和 M 十 dM ,两 截 
面 上 距 中 性 轴 为 >, 处 的 正 应 力 分 别 为 o, 和 o;. 于 是 得 两 端面 的 法 向 内 力 Fa # Км: 


Ға | mdA | Му ад м| ydA Mg» (a) 
А" д" L 1,44 1. 
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ІК. [. Ом мам. аз 
А А z z 


2,5: е у ФА 为 面积 A” 对 横 截 面 中 性 轴 的 静 矩 , A 为 模 截面 上 距 中 性 轴 为 > 的 横 
线 以 外 部 分 的 面积 ( 即 图 5-9(b) 中 阴影 线 面积 ) 。 

纵 截面 AB, 上 由 rdA 所 组 成 的 切 向 内 力 为 dFs( 图 5-9(b))。 由 假设 (2) 及 切 应 力 互 
等 定理 可 知 ,在 纵 截面 横 线 AA; 各 点 处 的 切 应 力 z 大 小 相等 。 至 于 在 dz 长 度 上 ,r 即使 有 
变化 ,其 增 量 也 是 无 穷 小 ,可 略 去 不 计 , 从 而 认为 r 在 纵 截面 AB, 上 为 一 常量 。 于 是 有 

dFS 一 rhdr (c) 
将 式 (a)、(b) 和 (c) 代 入 平衡 方程 
УЕ. =0, Fw—Fm—dFs=0 


经 化 简 后 得 
т = ам x 5: 
ах “Ы, 
ЕТИП ЧМ F, ЕЩЕ 
286 
> ВЕ 
由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ,r= , 故 有 
r= кз (5-11) 


式 中 ,Fs 为 横 截 面 上 的 剪 力 ; b 为 矩形 截面 的 宽度 ; 1. 为 整个 横 截 面 对 其 中 性 轴 的 惯性 矩 ， 
S; 为 横 截面 上 距 中 性 轴 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 。r 的 方向 与 剪 力 Fs 
的 方向 相同 。 式 (5-11) 即 矩形 截面 等 直 梁 在 平面 弯曲 时 横 截 面 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 
公式 。 

式 (5-11) 中 的 Fs、b Г. 对 某 一 横 截 面 而 言 均 为 常量 ,因此 横 截 面 上 切 应 力 zt 的 变化 
规律 由 S: 确定 ,而 5: 与 坐标 > 有 关 , 所 以 r 随 坐标 у 而 变化 。 取 рау, 作为 面积 元 素 dA, 
计算 S: 。 由 图 5-9(a) 可 得 


h 2% 2 
5: Гоа Гоа, ДЕ У) 
y y 2\4 


代入 式 (5-11), 即 得 
h? 2 

“= (у) (d) 

可 见 ,r 沿 截面 高 度 是 按 二 次 抛物 线 规律 变化 的 

(图 5-10)。 当 >= 土 即时 , 即 在 横 截 面 上 距 中 性 轴 最 远 


处 , 切 应 力 t==0; "4 y=0 时 , 即 在 中 性 轴 上 各 点 处 , 切 应 力 
达到 最 大 值 tmo H y=0 RARA) ,得 
Fsh? _ Fsh? _ 3Fs 


тих = 
2” 81. bh? 2bh 
8x 12 


Tmax 
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或 


= 3Fs 
Tm: = 5A (5-12) 


IPF, AS=bh 为 矩形 截面 的 面积 。 

对 于 其 他 形状 的 对 称 截面 , 均 可 应 用 上 面 推导 的 方法 , 求 得 切 应 力 的 近似 解 。 但 对 于 侧 
边 与 对 称 轴 不 平行 的 截面 (例如 梯形 截面 ) ,前 面 所 作 的 假设 就 须 作 相 应 的 变动 。 

此 外 ,还 应 指出 ,对 于 和 矩形 截面 ,在 式 (5-11) 中 截面 宽度 65 为 常数 ,而 中 性 轴 任 一 边 的 半 
个 截面 面积 对 中 性 轴 的 静 和 矩 5: 为 最 大 ,所 以 中 性 轴 上 各 点 处 的 切 应 力 为 最 大 。 对 于 其 他 
形状 的 对 称 截 面 , 横 截 面 上 的 最 大 切 应力 通 常 也 是 发 生 在 中 性 轴 上 各 点 处 ,只 有 宽度 在 中 人 性 
轴 处 显著 增 大 的 截面 (如 十 字形 截面 ), 或 某 些 变 宽度 的 截面 (如 等 腰 三 角形 截面 ) 等 除外 。 
因此 ,下 面 对 于 工 字形 .环形 和 圆 形 截面 梁 , 主 要 讨论 其 中 性 轴 上 各 点 处 的 最 大 切 应 力 Tmax o 


5.2.2 工 字形 截面 梁 
对 于 工 字形 截面 梁 , 由 于 腹 板 是 狭长 矩形 ,完全 可 以 采用 前 述 两 个 假设 ,于 是 ,可 以 从 


式 (5-11) 直 接 求 得 其 横 截 面 腹 板 上 任 一 点 处 的 切 应 力 z. Вр 


„5: 
bl. 


式 中 ,6 为 腹 板 厚 度 ; I. 为 工 字形 截面 对 中 性 轴 的 惯性 
ж; S: 为 距 中 性 轴 为 y 的 横 线 以 外 部 分 的 横 截 面 (图 
5-11(a) 中 阴影 线 面 积 ) 对 中 性 轴 的 静 矩 。 由 图 5-11(a) 
可 以 看 出 ,y 处 横 线 以 下 的 截面 是 由 下 辟 缘 与 部 分 腹 板 
所 组 成 ,其 对 中 性 轴 = ПМЕ Ж 


(5-13) 


图 5-1 


代入 式 (5-13) 得 


(у F Bar эу+ (К у) @5 
式 (a) 表 明 , 腹 板 上 的 弯曲 切 应 力 沿 腹 板 高 度 呈 抛物 线 分 布 (图 5-11(b))。 其 最 大 切 应 力也 


发 生 在 中 性 轴 上 。 显 然 ,这 也 是 整个 横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 rw ,其 值 为 
FsS: mx 


к Ы. 
式 中 ,S3w 为 中 性 轴 任 意 一 侧 的 半 个 横 截 面 面 积 对 中 性 轴 的 静 和 矩 。 对 于 轧 制 的 工 字 钢 ,在 具 
体 计算 rwx 时 ,LI/S: ws 可 由 型 钢 规格 表 中 查 得 ( 见 附录 В). 


以 у=0 和 у= = ЗИКА (а). ЖЕНИ 上 的 最 大 和 最 小 切 应 力 分 别 为 


_ FsrBH: р 
= [87 (В dz] (b) 
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Fs (BH? _ Bh? 
ma 
比较 (b) (e) 两 式 可 以 看 出 , 当 腹 板 厚度 p zb Jy PRR KUR B 时 ,最 大 切 应 力 rws 与 最 小 切 
应 力 ram 的 差 值 甚 小 ,因此 腹 板 上 的 切 应 力 可 近似 看 成 是 均匀 分 布 的。 故 有 


e= 5 (5-14) 


(с) 


其 中 А 为 腹 板 的 面积 。 
至 于 工 字形 截面 又 缘 上 的 切 应力 , 基 本 上 沿 翼 缘 侧 边 ,其 值 与 腹 板 切 应 力 相 比较 小 , 进 
行 强度 计算 时 一 般 可 以 不 予 考虑 。 


5.2.3 AAZ 


对 于 圆 截 面 梁 ( 图 5-12(a)) ,由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ,在 截面 边缘 上 各 点 处 切 应 力 r 的 
方向 必 与 圆周 相 切 ,而 在 与 对 称 轴 y 相交 的 各 点 处 ,由 于 前 力 、 截 面 图 形 和 材料 物性 均 对 称 
于 y 轴 ,因此 ,其 切 应 力 必 沿 y 方 向 。 为 此 ,可 以 假设 : 

A) 沿 宽度 kk' 上 各 点 处 的 切 应 力 均 汇 交 于 O' 点 ; 

(2) 各 点 处 切 应 力 在 y 方向 的 分 量 沿 宽 度 相 等 。 


图 5-12 


根据 以 上 假设 , 即 可 用 式 (5-11) 求 出 截面 上 距 中 性 轴 为 同一 高 度 у 处 切 应 力 沿 y 方向 
的 分 量 , 然 后 按 所 在 点 处 切 应 力 方向 与 y 轴 间 的 夹 角 , 求 出 该 点 处 的 切 应 力 。 圆 截面 的 最 
大 切 应 力 rwx 仍 然 在 中 性 轴 上 各 点 处 。 由 于 在 中 性 轴 两 端 处 切 应 力 的 方向 均 与 圆周 相 切 ， 
且 与 外 力 所 在 平面 平行 , 故 中 性 轴 上 各 点 处 的 切 应力 方 向 均 与 外 力 所 在 平面 平行 , 且 中 性 轴 
上 各 点 处 切 应 力 相 等 。 于 是 ,仿照 推导 矩形 截面 弯曲 切 应力 公 式 的 方法 ,得 圆 截 面 上 的 最 大 
弯曲 切 应 力 为 


p 
Бъ, 1912 _ АЕ: А 
ыы Ы ТЕЗ ЗА (8215) 
64 


式 中 ,d 为 圆 截 面 的 直径 ; L 为 圆 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ; S: 为 半 个 圆 面积 对 中 性 轴 的 静 
ж. НИН 


S; = 


2 з 
x z 2d _ d 


1 
2 


h 118 


材料 力学 


而 A 为 圆 截面 的 面积 。 可 见 , 圆 形 截面 最 大 切 应 力 为 平均 切 应 力 的 1. 33 {#. 
5.2.4 薄 壁 圆 环 形 截面 梁 

一 般 情 况 下 , 称 壁 厚 е 远 小 于 平均 半径 RCR>100) 的 圆 环 为 薄 壁 圆 环 。 由 于 :与 R H 
比 很 小 , 故 可 假设 : 


(1) 横 截面 上 切 应 力 沿 壁 厚 均匀 分 布 ; 
(2) 切 应 力 的 方向 与 圆周 相 切 (图 5-13(a))。 


В 5-13 


由 于 该 假设 与 矩形 截面 的 假设 相似 ,因此 ,通过 类 似 的 推导 ,可 得 横 截 面 上 任 一 点 处 切 
应 力 的 计算 公式 与 式 (5-11) 有 相同 的 形式 。 建 议 读者 自行 完成 其 推导 。 下 面 只 讨论 横 截 
面 上 的 тын 

对 于 圆 环 截面 ,其 rtwwx 仍 发 生 在 中 性 轴 上 。 而 在 求 中 性 轴 上 的 切 应 力 时 , 式 中 的 6 应 为 
24, 而 S: 则 为 半 个 圆 环 的 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 ,其 值 为 
2R 
т 


$: = «К X = 2К'! 


而 环形 截面 的 惯性 和 矩 为 
І, = к: 
于 是 得 
Бабы _ Fs X 2R% _ ,Fs 
сй bl. 2t X кВ. A 
式 中 ,A Ав’ (2R 一 0?] 一 2xRi, 代 表 环形 截面 的 面积 。 因 此 , 薄 壁 圆 环 截面 上 


最 大 切 应 力 为 平均 切 应 力 的 2 倍 。 

最 后 ,讨论 计算 等 直 梁 截面 上 最 大 切 应力 的 一 般 公式 。 对 于 等 直 梁 ,其 最 大 切 应力 Tmax 
发 生 在 最 大 剪 力 Fs 所 在 的 横 截 面 上 ,而 且 一 般 地 说 是 位 于 该 截面 的 中 性 轴 上 。 由 以 上 各 
种 形状 的 模 截 面 上 的 最 大 切 应 力 计算 公式 可 知 ,全 梁 各 横 截 面 中 最 大 切 应 力 rmx 可 统一 表 
达 为 


(5-16) 


— FsmxS: вых 
ты = T, (5-17) 


式 中 ,Fsos* 为 全 梁 的 最 大 切 应 力 ;Szo。* 为 横 截 面 上 中 人 性 轴 一 侧 的 面积 对 中 性 轴 的 静 和 矩 ， 
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b 为 横 截 面 在 中 性 轴 处 的 宽度 ; 1. 是 整个 横 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 。 


Г! 5-2] 梁 截面 如 图 5-14(a) 所 示 , 剪 力 Fs 二 15kN, 并 位 于 梁 的 z-y 平面 内 。 试 计 
算 该 截面 的 最 大 弯曲 切 应 力 ,以 及 腹 板 与 翼 缘 交接 处 的 弯曲 切 应 力 。 已 知 截 面 的 惯性 矩 
I.=8.84X10 °m*“ , 


图 5-4 


解 : (1) 计算 S... , 求 Tmax 
中 性 轴 一 侧 的 部 分 截面 对 中 性 轴 的 静 和 矩 为 


Simx = т (0. 020 + 0. 120 — 0. 045)? X 0. 020 = 9. 03 X 107% (m°) 


所 以 ,最 大 弯曲 切 应 力 为 
Ез5: мк — 15 Х 10% Х9.03 x 10 vg Z 
TE pp 0.020 8.84 109 766Х10<Ра) = 7. 66(МРа) 


(2) MEA, СЬ ИУ 25 li UJ y JJ 
H 5-14 СЬ) пу 81. ЛЛА А — W AI RB ЖАШ P EH z ПОЗА A 


0. se) 
2 


S; = 0.020 X 0. 120 x (0. 045 — = 8.40 X 107° (т?) 


所 以 ,该 交接 各 点 处 的 弯曲 切 应 力 为 
FEsS: _ 15 Х 103 Х8.40Х 10 
ы. 0. 020 X 8. 84 X 10° 


5.3 梁 的 强度 条 件 


一 般 情况 下 , 梁 内 同时 存在 弯曲 正 应 力 与 弯曲 切 应 力 。 
5.3.1 弯曲 正 应 力 强度 条 件 


前 述 分 析 表 明 ,最 大 弯曲 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ,而 该 处 的 切 应 
力 一 般 为 零 , 因 而 最 大 弯曲 正 应 力作 用 点 可 看 成 是 处 于 单 向 受 力 形态 。 所 以 ,弯曲 正 应 力 强 
度 条 件 为 


7.13 X 105 (Pa) = 7. 13(МРа) 


т 


бал = (у) < [о] (5-18) 
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即 要 求 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 cms* 不 超过 材料 在 单 向 受 力 时 的 许 用 应 力 [c]。 

对 于 等 截面 直 梁 ,上 式 变 为 

ба = Ме < [о] (5-19) 
式 (5-18) 与 式 (5-19) 仅 适用 于 许 用 拉力 [cj] 与 许 用 压 应 力 [c.] 相 同 的 粱 。 如 果 二 者 不 同 ， 
例如 铸铁 等 脆性 材料 的 许 用 压 应 力 超过 许 用 拉 应 力 , 则 应 按 梁 内 最 大 的 拉 应 力 cvmx 和 最 大 
的 压 应 力 oemx 都 不 应 超过 材料 各 自 的 许 用 应 力 计算 。 即 
Gesa < [o]; оок < Loe] 

【 例 5-51 T 字 形 截面 铸铁 梁 的 载荷 尺寸 如 图 5-15(a) 所 示 。 铸 铁 的 抗 拉 许 用 应 力 为 
[o] = 30MPa, pi Ж VE № 7] Го. ] = 160MPa。 已 知 截面 对 形 心 轴 = 的 惯性 矩 T. = 
763ст*. H.| yı | =52mm, ЩЕ 90 BE, 


图 5-15 


解 : (1) 求 支 反 力 
由 静 力 平衡 方程 求 出 梁 的 支 反 力 为 
F, =2.5kN (А), Fs =10.5kN СА) 

(2) 绘 弯 矩 图 (图 5-15(b)) 
最 大 正 弯 矩 在 截面 C 上， 

Mc = 2.5kN +m 

ХА ЕКІ В 上， 
Ms =—4kN • т 
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(3) 危险 截面 与 危险 点 判断 

工 形 截面 与 中 性 轴 不 对 称 ,注意 到 梁 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 往往 并 不 发 生 在 同一 
截面 上 , 故 作 用 有 最 大 正 弯 矩 的 C 截面 和 作用 有 最 大 负 弯 算 的 B 截面 均 为 危险 截面 。 

截面 C 与 B 的 弯曲 正 应 力 分 布 分 别 绘 在 图 5-15(c) 中 。 在 截面 B F.M 为 负 , 最 大 拉 
应 力 发 生 在 上 边缘 各 点 ,最 大 压 应 力 发 生 在 下 边缘 各 点 ; 在 截面 C 上 ,M 为 正 ,最 大 拉 应 力 
发 生 在 下 边缘 各 点 ,最 大 压 应 力 发 生 于 上 边缘 各 点 。 

НЗ М» [> |Mc]; уг (> | 51 | ,因此 , 梁 内 的 最 大 弯曲 压 应 力 dem REE B 截面 的 下 
边缘 各 点 。 至 于 最 大 弯曲 拉 应 力 究竟 发 生 在 B 截面 上 边缘 各 点 还 是 C 截面 下 边缘 各 点 , 则 
须 经 计算 才能 确定 。 这 些 可 能 最 先 发 生 破坏 的 点 称 为 危险 点 。 


(4) 强度 校 核 
由 式 (5-3) 得 
对 B 截面 
о, = Maxi — 4X10 521073 _ 27.2 x 10°(Pa) = 27. 2(MPa) 
* Т; 763 X 10™ 
_ Mspy: _ 4Х 10° х (120+20—52) X 102 _ 6 
в. T: ed 10 46.2 X 10° (Ра) = 46. 2(MPa) 
对 C 截面 
Мсу: _ 2.5 X 10° X (120 + 20 — 52) X 102 _ SET = 
„= 763 Х 105 28.8 X 10° (Ра) = 28. 8(МРа) 


所 以 ,最 大 拉 应 力 是 在 截面 С 的 下 边缘 各 点 处 。 由 此 ,得 
бошк = 28. 8MPa < (6,1 
белых = 46.2MPa 一 [cc] 

可 见 , 梁 的 弯曲 强度 符合 要 求 。 


5.3.2 弯曲 切 应 力 强度 条 件 


最 大 弯曲 切 应 力 通 常 发 生 在 中 性 轴 上 各 点 处 ,而 该 处 的 弯曲 正 应 力 为 零 。 因 此 ,最 大 这 
曲 切 应 力作 用 点 处 于 纯 剪 切 状 态 ,相应 的 弯曲 切 应 力 强度 条 件 为 


sa = (BS) «га (5-20) 


即 要 求 梁 内 的 最 大 弯曲 切 应 力 rux 不 超过 材料 在 纯 剪 切 时 的 许 用 切 应 力 [z]。 
对 于 等 截面 直 梁 ,上 式 变 为 


Ез 92 
= Вузы — Б 
Тех М. [z] (5-21) 


在 进行 粱 的 强度 计算 时 ,一般 先 考虑 正 应 力 强度 条 件 , 然 后 再 按 切 应 力 强度 条 件 校 核 。 
对 于 实心 截面 的 细 长 梁 , 由 于 弯曲 正 应 力 是 主要 控制 因素 ,通常 只 需 按 正 应 力 强度 条 件 分 
析 , 无 须 再 进行 切 应 力 校 核 。 但 对 于 薄 壁 截面 梁 \、 短 而 粗 的 梁 、 集 中 载荷 作用 在 支 座 附近 的 
梁 等 , 则 不 仅 考虑 正 应 力 强度 条 件 , 还 应 考虑 切 应 力 强 度 条 件 。 

还 需 指 出 ,在 薄 壁 梁 的 某 些 点 处 ,如 工 字形 截面 的 腹 板 与 收 缘 的 交界 处 , 正 应 力 与 切 应 
力 的 数值 都 较 大 ,这 种 正 应 力 与 切 应 力 联合 作用 下 点 的 强度 问题 ,将 在 第 8 章 详细 讨论 。 
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ГІ 5-1 简 支 梁 AB 如 图 5-16(a) 所 示 。 L=2m.a=0. 2m, Æ ЕЙ У q = 
10kN/m,F= 二 200kN。 材 料 的 许 用 应 力 为 [sc] 二 150MPa,[r]==100MPa。 试 选择 适用 的 工 
字 钢 型 号 。 


解 : (1) 计算 支 反 力 
由 对 称 性 得 
Fa = Ев = 210kN (А) @) 


(2) 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 (图 5-15(b)) ,由 
图 可 知 


| Fs |。 = 210kN 

| M |... =45kN • т 
(3) 按 正 应 力 强 度 条 件 选择 截面 
由 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 , 有 


M, 45 X 10° 
= тах 一 一 -一 一 一 
к= [a] 160 105 


= 281(cm°) 
查 型 钢 表 ,选用 22а 工 字 钢 ,其 W=309cm?。 (с) 


= 281 X 10 * (m°) 


МҚАХ- п)! 


© 
(4) 按 切 应 力 强度 条 件 校 核 
由 型 钢 表 碍 出 腹 板 厚度 /一 0. Temo = I 
zmax 图 5-16 
18. gem, 代 入 切 应 力 强度 条 件 ,于 是 得 
了 So 210 x 10% ç — 
Tmax Ы. 075х102 X 18.9 X 10 148 х 10° (Ра) = 148(МРа) > [т] 


tmx 超 过 [rj] 很 多 ,应 重新 选择 更 大 的 截面 , 现 以 25b 工 字 钢 进行 试 算 。 由 表 查 得 а = cm, 


= =21. 3em, 再 次 进行 切 应 力 强度 校 核 : 


210 X 10° қары! _ 
ra = хех 8 x07 = 98.6 X 10° (Pa) = 98. 6(MPa) < [т] 


因此 ,同时 满足 正 应 力 与 切 应 力 强 度 条 件 , 应 选用 型 号 为 25b 的 工 字 钢 。 

该 题 说 明 ,在 梁 的 强度 计算 中 ,必须 同时 满足 正 应 力 和 切 应 力 两 个 条 件 。 通 常 是 先 按 正 
应 力 强度 条 件 选 择 截面 的 尺寸 和 形状 ,必要 时 再 按 切 应 力 强度 条 件 进 行 校 核 。 一 般 对 以 下 
几 种 情况 须 进 行 切 应 力 强度 条 件 校 核 。 

(1) 若 梁 较 短 或 载荷 很 靠近 支 座 ,这 时 梁 的 最 大 弯 矩 可 能 很 小 ,而 最 大 剪 力 却 相 对 地 较 
大 ,如 果 据 此 时 的 最 大 弯 矩 来 选择 截面 尺寸 就 不 一 定 能 满足 切 应 力 强度 条 件 。 

(2) 对 于 组 合 截面 梁 ,如 其 腹 板 的 宽度 相对 于 截面 高 度 很 小 时 , 横 截 面 上 可 能 产生 较 大 
的 切 应 力 。 

(3) 对 于 木 制 梁 , 它 的 顺 纹 方向 的 抗 剪 能 力 较 差 , 而 由 切 应 力 互 等 定理 ,在 中 性 层 上 也 
同时 有 最 大 的 切 应 力作 用 ,因而 可 能 沿 中 性 层 发 生 破坏 ,所 以 需要 校 核 其 切 应 力 强度 


С 5-52 简 支 梁 AB 受 力 如 图 5-17(a) 所 示 。 若 梁 的 长 度 / 抗 弯 截 面 系数 W 与 材料 
的 许 用 应 力 [o] 均 为 已 知 。 试 问 
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(1) 当下 直接 作用 在 AB 梁 上 时 , 求 许可 载荷 LF, 1; 

(2) 加 上 一 个 长 为 a 的 辅助 梁 CD , 力 下 作用 在 CD 梁 上 见 图 5-17(b) ,考虑 主 梁 AB 的 
强度 , 求 许可 载荷 [F,]。 

(3) 车 辅助 梁 CD 的 抗 弯 截面 系数 W、 材 料 的 许 用 应 力 [oj] 与 主 梁 AB 相同 , 求 a 的 合 
理 长 度 。 


F F 
4 | B 4 = °” ер 
ЛЕГЕН ЖЕ? 2 т 
1 
қ 
FUl4 14-4) 


(а) {b) 


图 5-17 


解 : (1) 如 图 5-17(a) 所 示 , 简 支 梁 AB 内 的 最 大 弯 矩 和 最 大 正 应 力 分 别 为 


FI ЕГ 
Қақ та 
由 强度 条 件 cos 一 起/<[o], 得 
[F.J = 105] 


(2) 如 图 5-17(b) 所 示 , 梁 AB 加 上 辅助 梁 CD。 梁 AB 内 的 最 大 弯 矩 和 最 大 正 应 力 分 
别 为 


Мы ға а) ,am 


НЕ Са) Го ,得 


可 见 
СЕ] = —— [F] > [F] 


a 


(3) Жаа 的 合理 长 度 。 
和 欲 使 设计 合理 , 则 主 粱 AB 和 辅助 梁 CD 内 的 最 大 正 应 力 均 达到 许 用 应 力 , 即 要 求 
САВтах 一 OCDmax 
因为 Was =W e ,所 以 
Massa == Мсотах 
则 
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得 到 


由 此 式 得 辅助 粱 CD 的 合理 长 度 应 为 主 梁 AB 的 一 半 。 这 时 


[F,] = [F] = 2[Pi] 
721 
可 见 ,改善 梁 的 受 力 情况 ,能 使 梁 增 加 承载 能 力 。 


54 提高 弯曲 强度 的 措施 

由 前 面 分 析 可 知 ,在 一 般 情况 下 , 按 强度 要 求 设计 梁 时 ,主要 是 依据 梁 的 普 曲 正 应 力 强 
度 条 件 

бы = Ме < [o] 

ШЕГЕН K A E u i pues ТПЕЗ RJE RIIE A AE BEA M ЕЕЕ. AB fie МНЕ 
梁 的 最 大 弯曲 正 应 力 ,从 而 提高 梁 的 承载 能 力 , 使 梁 的 设计 更 为 合理 。 现 将 工程 中 经 常 采用 
的 儿 种 措施 分 述 如 下 : 
5.4.1 合理 配置 载荷 与 支 座 

1. 合理 配置 载荷 

合理 地 配置 载荷 ,可 降低 粱 的 最 大 弯 矩 值 。 例 如 , 简 支 粱 在 跨 中 承受 集中 力 下 时 (图 5-18 


Ca)), 梁 的 最 大 坷 矩 为 Ms 一 至 。 当 集中 载荷 作用 位 置 不 受 限 制 时 ,可 尽量 靠近 支 座 , 如 集 
中 力 F YERERE A 为 处 (图 5-18(b)), 则 梁 的 最 大 杰 矩 就 下 降 为 Mu 一 中 4。 若 条 
件 允 许 , 可 将 一 个 集中 载荷 通过 辅 梁 再 作用 到 梁 上 (图 5-19(a) ) 或 变 成 线 分 布 载荷 (图 5-19 
(b)), 这 两 种 情况 ,最 大 的 普 逢 只 有 原 米 的 一 半 。 例 如 许多 木 结 构建 筑 就 是 利用 上 述 原理 
建造 的 (图 5-19(c))。 


F Е 
а а AE „8° 
12 16 56 
1 
M; =FIM4 M, =5F1/36 
(а) (b) 


图 5-18 
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ЕИ 
с, D 
А В 4 B 过 渡 梁 
I „ты? 渡 梁 
[A | 14, д4. | | |- 1 ЖТ 
Хе 
Mya =F1/8 Мъ=9Ё/8= ЕВ 
(а) (b) 
图 5-19 


2. 合理 配置 支 座 

同 理 , 合 理 地 配置 支 座 位 置 , 也 可 降低 梁 内 的 最 大 弯 矩 值 。 例 如 图 5-20(a) 所 示 的 受 均 
布 载荷 作用 的 简 支 粱 ,其 最大 的 弯 矩 М. 9—0. 12542 , 若 将 两 支 座 分 别 向 跨 中 移动 0. 21 
(图 5-20(b)), 则 后 者 的 最 大 弯 矩 Ms =0. 0250? 仅 为 前 者 的 1/5。 工 程 中 常见 锅炉 简体 
及 吊装 长 构件 时 ,其 支承 点 不 在 两 端 (图 5-20(c) ) 就 是 利用 这 个 道理 。 


(a) (b) (с) 
图 520 
此 外 ,给 静 定 梁 增 加 支 座 , 即 制 成 静 不 定 梁 , 对 于 提高 梁 的 强度 也 将 起 到 显著 作用 。 关 
于 静 不 定 梁 的 分 析 , 将 在 第 6 章 详细 讨论 。 
5.4.2 合理 设计 截面 形状 


从 弯曲 强度 考虑 ,比较 合理 的 截面 形状 是 使 用 较 小 的 截面 面积 . 却 能 获得 较 大 抗 弯 截面 
系数 的 截面 。 


1. 增 大 单位 面积 的 抗灾 截面 系数 W/A 


当 弯 矩 一 定时 ,最 大 弯曲 正 应 力 与 抗灾 截面 系数 成 反比 。 因 此 ,应 尽 可 能 增 大 横 截面 的 
抗灾 截面 系数 W 与 其 面积 A 之 比值 。 由 于 在 一 般 截 面 中 W 与 其 高 度 的 平方 呈正 比 ,所 以 ， 


尽 可 能 使 模 截 面 面 积分 布 在 距 中 性 轴 较 远 的 地 方 ,以 满足 上 述 要 求 。 例 如 高 宽 Шт 的 


了 
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矩形 截面 粱 , 坚 放 比 横 放 的 弯曲 强度 高 。 
现 将 几 种 常用 截面 的 比值 W/A 列 和 人 表 5-1 中 。 
表 5-1 几 种 截面 的 W 和 A 的 比值 


截面 形状 же аж жя 工 字 钢 


W/A 0.167h 0.1254 (0. 27—0. 3D)h (0. 27 一 0. 3Dh 


Ж 5-1 说 明 ,各 种 截面 的 合理 程度 并 不 相同 。 例 如 环形 比 圆 形 合理 ,矩形 截面 竖 放 比 横 
放 合理 ,而 工 字形 又 比 竖 放 的 矩形 更 为 合理 ,这 可 从 弯曲 正 应 力 的 分 布 规律 得 到 解释 。 由 于 
正 应 力 按 线性 分 布 , 中 性 轴 附近 正 应 力 很 小 ,而 在 距 中 性 轴 最 远 的 上 、 下 边缘 各 点 处 正 应 力 
最 大 ,因此 ,使 横 截 面 面 积分 布 在 距 中 性 轴 较 远 处 可 充分 发 挥 材料 的 作用 。 工 程 中 ,大 量 采 
用 的 工 字 形 和 箱 形 截 面 梁 就 是 运用 了 这 一 原理 。 而 圆 形 实心 截面 梁 上 、 下 边缘 处 材料 较 少 ， 
中 性 轴 附近 材料 较 多 ,因而 不 能 做 到 材 尽 其 用 , 故 对 于 需 作成 圆 形 截面 的 轴 类 构件 , 宜 采用 
空心 圆 截面 。 


2. 根据 材料 的 性 质 选择 截面 的 形状 


塑性 材料 (如 钢材 ) 因 其 抗 拉 和 抗 压 能 力 相 同 , 因 此 截面 应 以 中 性 轴 为 其 对 称 轴 , 这 样 可 
使 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 相 等 ,并 同时 达到 许 用 应 力 , 使 材料 得 到 充分 利用 。 对 于 抗 拉 和 
抗 压 能 力 不 相 等 的 脆性 材料 ,例如 铸铁 等 ,设计 截面 时 ,应 尽量 选择 中 性 轴 不 是 对 称 轴 的 截 
面 ,如 工 形 截面 , 且 应 使 中 性 轴 靠 近 受 拉 一 侧 , 即 将 其 翼 缘 部 分 置 于 受 拉 一 侧 (图 5-21), 尽 
可 能 使 截面 上 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 同 时 达到 或 接近 材料 抗 拉 和 抗 压 的 许 用 应 力 。 


图 5-21 


对 于 组 合 材料 的 梁 , 例 如 工程 上 大 量 使 用 的 钢筋 混凝土 梁 (图 5-22) ,在 它 受 拉 的 一 侧 
配置 抗 拉 的 钢筋 ,可 大 大 提高 梁 的 抗 弯 能 力 。 
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5.4.3 采用 等 强度 梁 


横 力 弯曲 时 , 梁 内 不 同 横 截面 的 弯 矩 不 同 。 因 此 ,在 按 最 大 弯 矩 所 设计 的 等 截面 梁 中 ， 
除 最 大 索 矩 所 在 截面 外 ,其 余 截面 的 材料 强度 均 未 得 到 充分 利用 。 因 此 ,在 工程 实际 中 , 常 
根据 弯 矩 沿 梁 轴 的 变化 规律 ,将 梁 也 相应 设计 成 变 截面 的 。 横 截面 沿 梁 轴线 变化 的 梁 称 为 
变 截 面 梁 。 当 变 截面 梁 上 所 有 截面 的 最 大 正 应 力 都 相等 , 且 等 于 许 用 应 力 时 ,这 种 梁 称 为 等 
强度 梁 。 从 弯曲 强度 方面 考虑 ,等 强度 梁 是 理想 变 截 面 梁 。 它 满足 


Мба) _ 
Go у = [с] 


由 此 可 得 
MG) 
(61 
今 以 塑性 材料 制作 的 悬臂 梁 (图 5-23(a) ) 为 例 ,说 明确 定 等 强度 梁 的 一 般 方法 。 


У. (2) = 


(5-22) 


图 5-23 


设 梁 的 横 截 面 为 矩形 ,在 自由 端 受 集中 力 下 作用 。 令 截面 的 高 度 姑 不 变 , 则 由 式 (5-22) 可 
得 宽度 0 沿 梁 轴 的 变化 规律 为 


кам _ Fr 
6 [е] 
所 以 
6F 
(х) = +F—= 
69) 121° (a) 


故 b(z) 是 xz 的 线性 函数 ,其 形状 如 图 5-23(b) 所 示 。 同 理 , 若 令 截 面 宽度 0 不 变 , 则 高 度 
hir) 沿 梁 长 的 变化 规律 为 


_ 16 Ех 
h(x) = % [ol (b) 
由 式 (b) 可 以 看 出 ,h(z) 是 二 次 抛物 线 , 在 固定 端 处 h 最 大 ,其 值 为 
_ [6РЇ 
ы = о] 


当 z=0 时 ,一 0, 即 自由 端 截 面 高 度 为 零 。 但 这 显然 不 符合 剪 切 强度 要 求 。 设 剪 切 强度 要 
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求 所 需 之 最 小 截面 高 度 为 hw , 则 由 弯曲 切 应 力 强 度 条 件 与 式 (5-12) 可 知 


=3F ЗЕ 
к= = р S lz] 
_ ЗЕ 
hain = æ] (c) 


按 式 (b) 和 式 (c) 确 定 的 梁 的 外 形 如 图 5-23(c) 所 示 ,也 就 是 俗称 的 鱼 腹 梁 。 
对 于 圆 形 截面 的 简 支 梁 , 同 理 可 按 式 (5-22) 确 定 其 直径 沿 梁 轴 的 变化 规律 ,将 其 设计 
成 等 强度 梁 , 但 为 了 方便 加 工 , 通 常 做 成 阶梯 形状 的 变 截 面 梁 , 如 图 5-23(d) 所 示 。 


5.5 弯曲 中 心 


讨论 平面 弯曲 时 , 曾 规定 梁 的 截面 具有 一 条 对 称 轴 , 各 截面 的 对 称 轴 组 成 一 个 纵向 对 称 
面 , 梁 上 的 载荷 都 作用 在 对 称 面 内 。 为 什么 要 有 这 种 限制 ?这 是 因为 在 推导 正 应 力 公式 时 ,有 
静 力 关系 必须 满足 | гал 一 0( 见 5.1 节 )。 当 > 轴 为 对 称 轴 时 ,这 个 条 件 自然 得 到 满足 。 

现在 讨论 当 横 截面 没有 对 称 轴 的 梁 的 弯曲 问题 (图 5-24)。 设 截面 形 心 为 C, 选 杆 轴线 
作为 + 轴 , 再 在 截面 内 任 选 yz 轴 。 下 面 讨 论 当 横向 力作 用 于 zy 面 内 使 梁 产 生平 面 弯 曲 
而 z 轴 恰 好 是 中 性 轴 时 ,对 y = 轴 的 选择 需要 满足 什么 条 件 。 

实验 表明 ,在 非 对 称 截面 梁 弯 曲 时 ,平面 假设 与 
单 向 受 力 假设 仍然 成 立 。 因 为 轴 为 中 性 轴 , 横 截 
面 将 绕 x 轴 转 动 ,如果 中 性 层 的 曲率 半径 用 p 表示 ， 
则 由 变形 几何 关系 与 胡 克 定律 可 知 梁 横 截面 上 距 < 
轴 为 y 处 的 一 点 的 正 应 力 仍 由 式 (5-1) 表 示 , 即 

в = Е, (а) 

任 一 微 面积 dA 上 的 微 内 力 cdA 构成 空间 平行 力 
系 , 因 此 可 组 成 三 个 内 力 分 量 : 


Еһ = | van 
М, = | -an 
M. = Г soaa 


将 式 (a) 代 入 以 上 三 式 ,并 注意 到 当 外 力作 用 在 zy 平面 内 且 与 》 轴 平行 时 , 轴 力 Ех М, 
对 у 轴 之 矩 M, 亦 为 零 ,而 对 = ИЖ М. 即 是 截面 的 弯 矩 M ,于 是 得 


Ej заа Ес = ó (b) 
р.” е 
E| yzaa 一 жі, 一 0 (c) 
Е| УА = Ё, = м (ә 
pla p 


如 果 选 取 y、z 轴 是 过 形 心 С 的 主轴 即 形 心 主轴 , 则 必 有 $.=0,1,. 50, Е Е H Ç 
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(b)、 式 (c) 均 得 到 满足 ,而 由 式 (d) 得 


„= = (e) 
将 此 式 代 入 式 (a) 得 
4-Му ср 


这 与 5. 1 节 中 得 到 的 公式 (5-3) 完 全 相同 。 以 上 分 析 表 明 ,实现 梁 的 平面 弯曲 的 必要 条 件 仅 
仅 是 工 = 二 0, 而 不 是 要 求 梁 必须 具有 对 称 面 。 因 此 对 于 不 对 称 非 薄 壁 截 面 梁 , 只 要 使 横向 力 
作用 在 形 心 主 惯性 平面 ( 即 由 截面 形 心 主 惯性 轴 与 轴线 构成 的 平面 ) 内 , 则 该 梁 将 发 生平 面 
弯曲 , 另 一 形 心 主 惯性 轴 即 为 中 性 轴 , 例 如 图 5-25 所 示 。 并 且 梁 的 曲率 公式 (e) 和 正 应 力 计 
算式 (1) 与 对 称 截面 梁 完全 相同 。 前 面 讨 论 的 对 称 截面 梁 且 载荷 作用 于 纵向 对 称 面 内 所 发 
生 的 平面 弯曲 ,只 是 这 里 所 讨论 的 一 种 特例 。 

值得 注意 的 是 ,在 横 力 弯 曲 时 , 梁 的 横 截 面 上 形 心 证 惯性 平面 
不 仅 有 正 应 力 , 还 有 切 应 力 。 理 论 和 实验 证 明 , 对 
于 非 对 称 截面 梁 ,在 一 般 情况 下 , 切 应 力 的 合力 并 
不 通过 截面 形 心 。 这 样 就 使 粱 不 仅 产生 弯曲 ,而 
且 同 时 还 将 产生 扭转 。 不 过 对 于 实心 或 封闭 薄 壁 
截面 , 因 梁 的 抗 扭 刚度 大 ,可 不 考虑 扭转 产生 的 影 
响 。 但 对 于 非 对 称 开口 薄 壁 截面 ,比如 图 5-26 Ca) 
所 示 的 槽 钢 截 面 梁 , 当 横 向 载荷 作用 于 形 心 主 惯 
性 平面 内 时 ,该 梁 不 仅 产生 弯曲 ,而 且 因 其 抗 扭 刚度 小 还 要 产生 明显 的 扭转 变形 。 只 有 当 横 
向 载荷 通过 截面 上 某 一 特定 点 A 时 ,该 梁 才 只 产生 弯曲 而 无 扭转 (图 5-26(b))。 横 截面 内 
的 这 一 特定 点 A 称 为 弯曲 中 心 或 剪 切 中 心 ,简称 弯 心 。 


图 5-25 


图 5-26 


显然 ,在 非 对 称 薄 壁 截面 中 ,扭转 变形 往往 会 给 梁 带 来 严重 影响 。 为 了 避免 扭转 变形 的 
产生 ,确定 薄 壁 截面 的 弯曲 中 心 具 有 重要 的 实际 意义 。 下 面 以 槽 钢 为 例 具体 说 明 。 

设 槽 钢 截面 尺寸 如 图 5-27(a) 所 示 , 且 外 力 平行 于 у 轴 , 截 面 剪 力 为 Fs。 现 计算 腹 板 、 
辟 缘 上 切 应 力 形成 的 内 力 系 的 合力 。 由 5. 2 的 节 分 析 知 ,其 横 截面 上 的 切 应 力 可 用 公式 


— FsS; 
BP: 


ЗЕЯ. ЕЗЖЕ {ТЭУ 24890152129 
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图 5-27 


2 _ Ез thé _ Fshê 
Ш. 2 21. 
由 该 式 可 见 ,=m WR {С E ЕТЕ РЕ НЕМЕН СІН 5-27(b))。 其 切 应 力 的 合力 为 
» Fsh Бы 
Ра K | de T 
A, IFRA Fa. Fs 5 Fa 大 小 相等 ,但 方向 相反 。 
计算 腹 板 距 中 性 轴 为 y 处 的 切 应 力 r* ІМ. 


аи) 
S: а(н У 


则 


Fs phth “(к ->) 
s= [z tzr” )] 


该 式 表明 腹 板 上 切 应 力 z 沿 高 度 按 抛物 线 规律 变化 (图 5-27(b)) ,其 内 力 系 的 合力 为 


в 4 h uh? | dh 
s- +E- a (8) 


PESE shu A Жа 远 小 于 腹 板 高 度 h ЖІ ФЕН 0. 


故 
Wh? dh? 
2112! 
所 以 代入 上 式 得 
Fs ~ Fs 


在 上 面 求 得 的 三 个 内 力 Ез Fa 和 Fs tB, Е.К 8090849 JJ Fsi, Fo АНН Н 
一 力 偶 , 其 力 偶 矩 为 Fsji。 把 这 一 力 偶 与 腹 板 上 的 剪 力 (FssFs) 合 并 得 内 力 系 的 最 终 合 
力 仍 等 于 Fs ,只 是 作用 线 向 左 平移 一 个 距离 ,并且 Fee= Fah, FÆTI 
Fgh _ h Fsh _ bht 
Fa “Е; 41, А. 
е HHNH Fs 作用 线 距 腹 板 中线 的 距离 。Fs 作用 线 与 = 轴 之 交点 A 即 为 槽 形 截面 的 弯曲 中 
心 ( 图 5-27(d))。 若 该 横向 外 力 Е 与 剪 力 Fs 位 于 同一 纵向 平面 内 , 则 梁 只 发 生平 面 弯 曲 。 
如 果 下 力 的 作用 线 位 于 形 心 主 惯性 平面 (zy 平面 ) 内 , 则 可 将 其 简化 为 与 剪 力 Fs 在 同一 纵 
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向 平面 内 的 力 下 和 一 个 力 偶 Fe, (图 5-28)。 力 下 仅 使 梁 发 生平 面 弯 曲 ,而 力 偶 Fe, 则 使 梁 
发 生 扭转 ,这 就 是 图 5-26(a) 所 示 的 情形 。 为 把 载荷 加 在 弯 心 ,使 粱 不 发 生 扭 转 ,可 在 载荷 
外 侧 附 加 一 角钢 ,使 载荷 加 在 此 角钢 上 ,如 图 5-29 所 示 。 


如 果 外 力 使 粱 在 zx 平面 ( 另 一 形 心 主 惯 性 平面 ) 内 弯曲 时 ,由 于 = 轴 为 横 截 面 的 对 称 
轴 , 横 截面 上 的 剪 力 Fs 的 作用 线 必 定 与 对 称 轴 重 合 , 梁 只 发 生平 面 弯曲 。 在 上 述 两 种 平面 
弯曲 中 , 横 截面 上 相应 两 个 剪 力作 用 线 的 交点 A 就 是 弯曲 中 心 , 故 变心 又 称 为 剪 切 中 心 。 

对 于 具有 一 根 对 称 轴 的 截面 ,例如 工 字形 .开口 薄 壁 环形 截面 等 ,其 弯曲 中 心 都 在 截面 
的 对 称 轴 上 。 因 此 , 仅 需 确 定 其 垂直 于 对 称 轴 的 前 力作 用 线 , 剪 力作 用 线 与 对 称 轴 的 交点 即 
为 截面 的 弯曲 中 心 。 若 截面 具有 两 根 对 称 轴 , 则 两 对 称 轴 的 交点 ( 即 截面 形 心 ) 就 是 弯曲 中 
心 。 而 Z 字 形 等 反对 称 截面 ,其 弯曲 中 心 与 截面 形 心 重合 。 

对 于 由 两 个 狭长 矩形 组 成 的 截面 ,例如 工 字 形 、 等 边 或 不 等 边 角 钢 截 面 等 ,由 于 狭长 矩 
形 上 切 应 力 方向 平行 于 长 边 , 且 其 数值 沿 厚度 不 变 , 故 剪 力作 用 线 必 与 狭长 矩形 的 中 线 重 
合 , 因 此 ,其 弯曲 中 心 应 位 于 两 狭长 矩形 中 线 的 交点 。 

K 5-2 中 给 出 了 一 些 常 用 截面 的 弯曲 中 心 位 置 。 由 表 中 结果 可 见 ,弯曲 中 心 的 位 置 与 
外 力 的 大 小 和 材料 的 性 质 无 关 , 仅 取决 于 截面 的 几何 形状 .尺寸 ,这 是 截面 图 形 的 几何 性 质 
2—. 

#52 几 种 截面 的 弯曲 中 心 位 置 


R 
mi 
形 
状 
弯曲 中 心 A 的 位 置 Fe e=r 在 两 个 狭长 矩形 中 线 的 交点 与 形 心 重合 


【 例 5-61 一 根 由 40а 号 槽 钢 制 成 的 梁 , 受 一 个 平行 于 其 腹 板 平面 的 横向 力 Е ТЕЛІ. 
其 截面 简化 后 的 尺寸 如 图 5-30(a) 所 示 。 若 要 梁 仅 发 生平 面 弯 曲 而 无 扭转 , 试 求 力 下 的 
位 置 。 
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解 : 为 了 使 梁 不 发 生 扭 转 , 力 F 的 作用 线 应 通过 截面 的 弯曲 中 心 ( 图 5-30(b))。 由 
K 5-2 可 见 ,为 了 确定 A 点 到 横 截 面 腹 板 中 线 的 距离 e, 由 型 钢 规 格 表 查 得 图 5-30(a) 中 
5 二 100mm,h' 二 400mm,1 二 18mm,d 二 10mm, 求 得 图 5-30(b) 中 的 


b= g 100— 10-5 — 94. (шш) 
h = h'—2 > = 400 2х1 382(mm) 


图 5-30 


又 由 型 钢 规格 表 查 得 Т. = 17 578cm: , 即 可 求 得 e 值 为 


ВЕ _ (94.8 X 10)? X (382 X 10°)? X 18 x 10 
41. 4 X 17 578 X 10% 


= 33. 6 X 103 (m) = 33. 6(mm) 
由 此 可 知 力 下 应 作用 在 腹 板 外 侧 , 并 距 横 截 面 腹 板 中 线 为 e 一 33. 6mm 处 。 


思考 题 


5-1 试问 ,在 推导 平面 弯曲 正 应 力 公式 时 做 了 哪些 假设 ? 在 什么 条 件 下 这 些 假设 才 
是 正确 的 ? 

5-2 试问 下 列 的 一 些 概念 : 纯 弯 曲 与 横 力 弯曲 ,中 性 轴 与 形 心 轴 、 轴 惯性 矩 与 极 惯性 
拢 、 抗 弯 刚度 与 抗 弯 截 面 系数 有 何 区 别 ? 

5-3 铸铁 梁 弯 矩 图 和 横 截 面 形状 如 图 所 示 。>* 为 中 性 轴 。 

(1) 夯 出 图 中 各 截面 在 A、B 两 处 沿 截面 竖 线 1 一 1 和 2 一 2 的 正 应 力 分 布 。 

(2) 从 正 应 力 强 度 考虑 ,图 中 何 种 截面 形状 的 梁 最 合理 ? 


(a) (b) (с) (4) 
思考 题 5-3 图 
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5-4 思考 题 5-4 图 (a) 和 (b) 所 示 的 钢 梁 和 三 脚 架 材料 相同 ,三 脚 架 两 杆 的 横 截面 面积 
之 和 与 钢 梁 的 横 截 面 面 积 相等 。 已 知 1 二 10h,h 二 1. 55,D 二 1. 226,d 二 0.6D。 试 问 哪个 承 
载 能 力 大 ? 为 什么 ? 


(а) 


思考 题 5-4 图 


5-5 为 什么 等 直 梁 的 最 大 切 应 力 一 般 都 是 在 最 大 剪 力 所 在 横 截 面 的 中 性 轴 上 各 点 
处 ,而 横 截 面 的 上 .下 边缘 各 点 处 的 切 应 力 为 零 ? 对 于 图 示 的 两 个 截面 而 言 ,其 最 大 切 应 力 
是 否 也 位 于 中 性 轴 上 各 点 处 ? 为 什么 ? 

5-6 将 圆 木 加 工 成 矩形 截面 粱 时 ( 见 图 ), 为 了 提高 木 梁 的 承载 能 力 ,我 国 宋代 杰出 的 
建筑 师 李 诚 在 其 所 著 的 《营造 法 式 ) 中 曾 提 出 : 合理 的 高 宽 比 应 为 3 : 2。 试 根据 弯曲 理论 分 
析 这 个 理论 的 合理 性 。 


思考 题 5-5 图 思考 题 5-6 图 
5-7 一 钢筋 混凝土 梁 , 受 力 后 弯 矩 图 如 图 所 示 。 为 了 发 挥 钢筋 (图 中 虚线 所 示 ) 的 抗 
拉 性 能 ,最 合理 的 配 筋 方案 是 图 ( Jo 


M 


思考 题 5-7 图 
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习题 


5-1 把 一 根 直径 d= 二 1mm 的 钢丝 绕 在 直径 为 D = 
2m 的 卷 简 上 , 试 计 算 该 钢丝 中 产生 的 最 大 应 力 。 设 
E=200GPa, 

5-2 梁 在 铅 垂 纵 对 称 面 内 受 外 力作 用 而 弯曲 。 当 梁 
具有 图 示 各 种 不 同形 状 的 横 截 面 时 , 试 分 别 绘 出 各 截面 上 
的 正 应 力 沿 其 高 度 变化 的 图 形 。 

5-3 拢 形 截面 的 悬臂 梁 受 集中 力 和 集中 力 偶 作用 ,如 
图 所 示 。 试 求 截面 m 一 m 和 固定 端 截面 2 一 2 F. A,B,C,D 


四 点 处 的 正 应 力 。 
Z 2 
| 
2 AL L ЖЕЛДЕ 
а) (b) © (d) (©) @ 
题 5-2 图 
15kN 20kN-m 
上 
m 


题 5-3 图 


5-4 矩形 截面 悬臂 梁 如 图 所 示 ,已 知 =m = gq 二 10kN/m,[o] 二 10MPa。 试 确 


3° 
定 此 梁 横 截面 的 尺寸 。 
5-5 20а 工 字 钢 梁 的 支承 和 受 力 情况 如 图 所 示 。 若 [oj 二 160MPa, 试 求 许可 载荷 F. 


No.20a 


题 5-4 图 题 5-5 图 


5-6 图 示 轧 辊 轴 直 径 D 二 280mm ,跨度 上 二 1 000mm,1 二 450mm,6 二 100mm。 轧 辊 材 
料 的 弯曲 许 用 应 力 [o] 王 100MPa。 求 轧辊 能 承受 的 最 大 轧 制 力 。 


5-7 图 示 为 一 承受 纯 弯 曲 的 铸铁 梁 , 其 截面 为 二 形 , 材 料 的 拉 伸 和 压缩 许 用 应 力 的 比 
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Lal -十 。 试 求 水 平 浊 板 的 合理 宽度 0。 
o] 4 


题 s-7 图 


5-8 十 形 截面 铸铁 截面 粱 ,尺寸 及 载荷 如 图 所 示 , 若 材料 的 拉 伸 许 用 应 力 [cj]== 
40МРа, JE Я VF ЛЛУ JJ Го. ] = 160MPa, 截面 对 形 心 轴 xc 的 惯性 矩 Ts = 10180ст', = 
9. 64cm, 试 计算 该 梁 的 许可 载荷 下 。 


250 


题 5-8 图 


5-9 当 20 号 槽 钢 受 纯 弯 曲 变形 时 , 测 出 А.В 两 点 间 长 度 的 改变 为 A1=27>x10 пит, 
料 的 弹性 模 量 Е=200СРа. WR ARM Е М. 


题 5-9 图 


5-10 铸铁 制 成 的 槽 形 截 面 梁 ,C 为 截面 的 形 心 ,1 二 40X10'mmt , уз = 140тт, у; = 
60mm,/=4m,q=20kN/m.M,=20kN • па, [в, ]=40МРа›[ о, |=150МРа. 

(1) МЕН ОПЕ ЕНІ X f ӘУ Br fE ВИНТ ЛҮ JJ ZF AB E. ЭКЕЛ м ЖАН ; 

(2) 校 核 梁 的 强度 。 

5-11 一 正方 形 截面 木 梁 , 受 力 如 图 所 示 ,q 王 2kN/m,F 王 5kN ,木料 的 许 用 应 力 [o] 王 
10MPa。 若 在 С 截面 的 高 度 中 间 沿 = 方向 钻 一 直径 为 a 的 横 孔 ,在 保证 该 梁 的 正 应 力 强度 
条 件 下 , 试 求 圆 孔 的 最 大 直径 a, 
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题 5-11 图 
5-12 当 载 荷 下 直接 作用 在 跨 长 为 !*=6m 的 简 支 梁 AB 的 中 点 时 , 梁 内 最 大 正 应 力 超 
过 允许 值 30%。 为 了 消除 此 过 载 现 象 , 拟 配 置 如 图 所 示 的 辅助 梁 CD, 试 求 此 辅助 梁 的 最 小 
跨 长 a。 
5-13 图 示 和 矩形 截面 简 支 梁 受 均 布 载荷 q 作用。 已 知 梁 长 1, 截 面 尺寸 5 和 及 ,材料 的 
ЖЕНЕ, (DE /二 54, 求 梁 内 最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 弯曲 切 应 力 之 比 ; (2) 求 梁 下 边缘 


的 总 伸 长 。 
g 
b 
| : | °” 


Em 5-12 图 题 5-13 图 


5-14 图 示 外 伸 木 梁 , 截 面 为 矩形 ,和 一 1. 5, 受 移动 于 AB 之 间 的 载荷 下 =40kN ТЕЛІ. 
已 知 [cj 二 10MPa,[rj 二 3MPa。 试 求 下 在 什么 位 置 时 梁 为 危险 工 况 ,并 选择 5 RI, 


%5% Үшеу 
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515 简 支 粱 受 力 如 图 所 示 , 截 面 为 工 字 钢 。 已 知 下 = 406, д = 1kN/m, [0] = 
100MPa,[r] 二 80MPa。 试 选用 工 字 钢 型 号 。 

5-16 圆 截 面 锥 形 悬 臂 梁 ,在 自由 端 受 集中 力 下 作用 ,A、B 两 端 截面 直径 分 别 为 4 和 
2d, 梁 的 长 度 为 1。 求 梁 中 最 大 的 弯曲 正 应 力 。 


题 5-15 图 题 5-16 图 


5-17 图 示 四 轮 吊 车 起 重 机 的 道 轨 为 两 根 工 字形 截面 梁 , 设 吊车 自重 网 =50kN ,最 大 
起 重量 F 王 10kN , 许 用 正 应 力 [c] 王 160MPa, 许 用 切 应 力 [z]=80MPa。 试 选择 工 字 钢 型 
号 。 由 于 梁 较 长 , 需 考虑 梁 自重 的 影响 。 

提示 : Re Rep W 与 下 选择 工 字 钢 型 号 ,然后 根据 载荷 W УЕ 以 及 工 字 钢 的 自重 校 核 
梁 的 强度 ,并 根据 需要 进一步 修改 设计 。 


题 5-17 图 


5-18 由 三 根木 条 胶合 而 成 的 悬臂 梁 截面 尺寸 如 图 所 示 , 跨 长 /二 1m。 若 胶合 面 上 的 
许 用 切 应 力 [re]=0. 34MPa, 木 材 的 许 用 弯曲 正 应 力 为 [oj 二 10MPa, 许 用 切 应 力 为 [rj 二 
1MPa, 试 求 许可 载荷 下。 


题 5-18 图 


5-19 ”图 示 梁 由 两 根 36а 工 字 钢 锦 接 而 成 。 钾 钉 的 间距 为 ;二 150mm ,直径 d=20mm, 
许 用 切 应 力 [r] 二 90MPa。 梁 横 截面 上 的 剪 力 Fs 一 40kN。 试 校 核 锦 钉 的 剪 切 强度 。 
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题 5-19 图 


5-20 图 示 简 支 粱 ,跨度 中 点 承受 集中 载荷 下 作用 。 若 横 截 面 的 宽度 p 保持 不 变 , 试 
根据 等 强度 观点 确定 截面 高 度 h(z) 的 变化 规律 。 设 许 用 正 应 力 [oj 与 许 用 切 应 力 [J 均 为 
已 知 。 


题 5-20 


5-21 试 判断 图 示 各 截面 的 弯曲 中 心 的 大 致 位 置 。 


LISHE © 


М 5-21 图 


5-22 试 确定 图 示 薄 壁 截面 的 弯曲 中 心 A 的 位 置 。 


6.1 工程 中 弯曲 变形 的 实例 


在 载荷 作用 下 , 梁 内 产生 应 力 的 同时 也 发 生变 形 。 因 此 ,对 于 某 些 弯曲 构件 不 仅 要 求 其 
具有 足够 的 强度 ,而 且 要 求 其 具有 足够 的 刚度 。 例 如 当 机 床 主轴 (图 6-1) 变 形 过 大 时 ,会 影 
响 齿 轮 间 的 正常 路 合 、 轴 与 轴承 之 间 的 配合 ,从 而 加 速 齿轮 和 轴承 的 磨损 ,使 机 床 产 生 噪 音 ， 
并 影响 工件 的 加 工 精度 。 又 如 ,吊车 梁 的 变形 过 大 ,会 引起 梁 上 小 车 行走 困难 ,出 现 * 疏 坡 ” 
现象 及 车 体 振动 。 所 以 ,为 保证 构件 正常 工作 ,往往 根据 实际 工作 的 需要 对 构件 的 变形 给 予 
必要 的 限制 。 


与 上 述 情况 相反 ,工程 上 有 时 又 需要 使 构件 产生 较 大 的 变形 来 满足 工作 的 需要 。 例 如 
车 辆 上 用 的 琶 板 弹簧 (图 6-2), 正 是 利用 其 变形 较 大 的 特点 ,以 减 小 车 身 的 颠 艇 ,达到 缓冲 
减 振 的 目的 。 又 如 ,车 床上 的 弹簧 杆 切 刀 ( 图 6-3), 也 是 利用 刀 杆 产生 较 大 的 弹性 变形 ,使 
其 在 加 工 中 有 较 好 的 自动 让 刀 作 用 ,用 来 防止 断 刀 和 提高 切削 速度 。 


Е/2 Е2 


图 6-2 图 6-3 
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总 之 ,为 了 限制 或 利用 构件 的 弯曲 变形 ,就 需要 掌握 弯曲 变形 的 计算 方法 。 此 外 ,在 研 
究 弯 曲 超 静 定 、 冲 击 、 压 村 稳定 等 问题 时 ,也 需要 考虑 梁 的 变形 。 

本 章 主要 研究 梁 在 平面 弯曲 时 的 变形 计算 。 

梁 在 平面 弯曲 时 ,其 轴线 在 纵向 对 称 平面 内 变 成 一 条 光滑 而 连续 的 曲线 ,该 平面 曲线 称 
为 梁 的 挠 曲线 。 

下 面 以 图 6-4 所 示 简 支 梁 为 例 ,说 明 表 示 梁 弯 
曲 变形 的 方法 。 建 立 坐 标 系 zOw, 取 梁 的 左 端 为 原 
点 , 梁 在 变形 前 的 轴线 为 工 轴 , 向 右 为 正 , 铅 垂 轴 w 
轴 向 上 为 正 。 如 果 梁 各 横 截 面 变形 后 的 位 置 确定 
了 ,那么 梁 的 变形 随 之 确定 , 故 梁 的 变形 可 用 以 下 度 
量 横 截面 位 移 的 两 个 基本 量 来 表示 。 


1. 挠 度 


梁 上 任 一 横 截面 的 形 心 C 在 w 轴 方 向 的 线 位 
ш з 移 , 称 为 该 截面 的 挠 度 ,通常 用 w 表示 。 在 图 6-4 
所 示 的 坐标 系 中 , 挠 度 向 上 为 正 ,向 下 为 负 。 

应 当 指出 , 粱 轴线 弯 曲 成 曲线 后 , 横 截 面 的 形 心 不 仅 有 铬 垂 方向 的 线 位 移 ,同时 还 将 
产生 水 平方 向 线 位 移 。 但 在 弹性 小 变形 的 情况 下 , 梁 的 挠 度 远 小 于 跨 长 , 梁 变 形 后 的 轴 
线 是 一 条 平坦 的 曲线 , 横 截 面 形 心 沿 + 轴 方 向 的 线 位 移 与 挠 度 相 比 属于 高 阶 征 量 ,可 略 
去 不 计 。 


2. 转角 


梁 的 任 一 横 截面 绕 中 性 轴 转 过 的 角 位 移 称 为 该 截面 的 转角 ,通常 用 0 表示 。 由 于 弯曲 
变形 后 横 截 面 仍 与 弯曲 后 的 轴线 ( 挠 曲线 ) 正 交 , 所 以 转角 0 也 就 是 挠 曲线 在 该 点 的 切线 与 
x 轴 的 夹 角 ( 见 图 6-4)。 根 据 所 设 坐 标 ,转角 以 道 时 针 转 向 为 正 , 顺 时 针 转 向 为 负 。 

在 一 般 情 况 下 , 梁 的 挠 度 和 转角 随 截面 位 置 不 同 而 改变 ,是 坐标 zx 的 函数 。 于 是 , 挠 度 
可 表示 为 


йер ім (6-1) 
式 (6-1) 称 为 挠 曲线 方程 或 挠 度 方程 。 
转角 在 小 变形 时 是 一 个 很 小 的 量 , 故 它 可 表示 为 


0020) ~ tanl = аш = 


Г (а) (6-2) 
式 (6-2) 称 为 转角 方程 。 

由 上 述 讨论 可 以 看 出 , 挠 曲线 方程 在 任 一 截面 x 处 的 函数 值 即 为 该 截面 的 挠 度 , 而 挠 
曲线 上 任 一 点 切线 的 斜率 等 于 该 点 处 横 截 面 的 转角 。 可 见 , 只 要 求 得 挠 曲线 方程 ,就 能 很 容 
易 地 确定 梁 任 一 模 截 面 找 度 的 大 小 、 指 向 和 转角 的 数值 转向。 因此 ,计算 梁 的 变形 ,关键 在 
于 确定 挠 曲线 方程 。 
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6.2 挠 曲线 近似 微分 方程 


在 推导 纯 弯 曲 梁 的 正 应 力 公 式 时 ( 见 5. 1 节 ), 曾 得 到 用 中 性 层 曲率 表示 的 弯曲 变形 
公式 : 
1 _M 
oa) EI 
如 果 当 梁 的 跨度 远大 于 横 截 面 时 ,忽略 剪 力 Fs 对 变形 的 影响 , 则 上 式 也 可 用 于 横 力 弯 
曲 。 只 是 在 此 情况 下 ,曲率 半径 和 弯 托 均 为 工 的 函数 , 即 
1 МС 


一 (6-3) 
plx) EI 
由 高 等 数学 知识 可 知 ,平面 曲线 w= 二 A(z) 上 ,任意 一 点 的 曲率 为 
dw 
1 аз? 
— =+ 
б\т) ~ а} 1? 
b+ ()] 
将 上 式 代 入 式 (6-3) 得 
dw 
dz? — MG) (6-4) 


式 (6-4) 即 为 抄 曲 线 的 二 阶 非 线性 常 微分 方程 。 

显然 ,求解 此 方程 是 相当 困难 的 。 考 虑 到 工程 实际 中 梁 的 弯曲 多 属 小 变形 问题 , 梁 的 找 

则 线 只 是 一 条 微 订 的 遇 线 ,斜率 4 是 一 阶 微量 。 故 { 各】 与 1 相 比 ,可 忽略 不 计 ,于 是 
式 (6-4) 可 简化 为 

dw М(х) 


а = 
dx ЕТ 


至 于 上 式 中 正 `. 负 号 则 应 由 坐标 系 的 选取 和 弯 矩 的 符号 来 决定 。 
在 图 6-5 所 示 坐 标 系 中 , 当 弯 矩 M(Cz) 为 正 时 , 挠 曲线 为 止 曲线 (图 6-5(a)), 凹 曲线 的 


=й Тс. MSEMO STEA, ZER M H AN НА 


(6-5) 


dz? 
2 j А 2 Я 
MRA 6-50) BRC ерде. EENT BSE MO рур 
"мо Mo) "| мю мов МӨ 
( Мо) ) 一 人 ) 

“мж 

иудх2>0 d2wydx2<0 
о r о r 

(a) (b) 
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由 上 述 分 析 可 知 , 在 式 (6-5) 中 等 号 左边 应 取 “ 十 ”号 , 即 
dw _ MG) Е 
р H (6-6) 


ІН (6-6) Ен 2: Y ЛИ, НЕ"? PERT w? 项 后 得 到 的 , 故 称 为 
梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 。 该 方程 是 在 弹性 小 变形 情况 下 研究 梁 弯 曲 变 形 的 基本 方程 。 通 
过 求解 该 方程 , 即 可 得 到 梁 的 挠 曲线 方程 ,并 进一步 求 得 粱 任意 横 截 面 处 的 转角 和 挠 度 。 


6.3 用 积分 法 求 弯曲 变形 


对 于 等 截面 直 梁 , 抗 索 刚度 EI 为 一 常量 , 故 方程 (6-6) 可 改写 为 如 下 形式 : 


Elw” = M(x) 
积分 一 次 可 得 转角 方程 
EI0 = Elw’ = [мерах 十 C (6-7) 
再 积分 一 次 可 得 挠 曲线 方程 
Elw = Гмсага +c +D (6-8) 
о 式 (6-7)、 式 (6-8) 中 的 积分 常数 C.D 可 由 具体 梁 的 约 
“2 Z 束 所 提供 的 已 知 位 移 来 确定 。 此 类 已 知 的 位 移 条 件 称 为 边 
® ЖИ. ШЕ ЇЇ Ж ЙЕР A БЕ Ж ИЕЛЕ, Ж PEP НЫ Е 
| 2 шд=0, шв 00 6-6(a)); 在 悬臂 梁 的 固定 端 支 座 处 ,边界 
Құлы 条 件 是 挠 度 wa 二 0, 转 角 0,=0(F 6-6(b))。 将 确定 的 积分 
! © 常数 C.D 代入 式 (6-7) 和 式 (6-8), 即 可 得 该 梁 的 转角 方程 
图 6-6 和 挠 曲线 方程 ,并 可 求 得 任意 横 截 面 的 转角 和 挠 度 。 


下 面 举 例 说 明 积 分 法 求 弯曲 变形 的 步骤 和 过 程 。 

【 例 6-1] 图 6-7(a) 为 链 刀 在 工件 上 铀 孔 的 示意 图 。 为 保证 链 孔 精度 Р Л) КЕП ЕРІН 
变形 不 能 过 大 。 设 径 向 力 Е=200М, а JJ FF EL а = 10 тт, А 1 БОт, ЖЕ 
弹性 模 量 E=210GPa, БОК Л: ЕЕЕ 7] 55 Їй ЖАТ B 的 转角 和 找 度 。 

解 : 铀 刀 杆 可 简化 为 悬臂 梁 ( 图 6-7(b))。 

(1) Я] НЕ Е 

М(х) =—F(1— х) 
(2) 建立 挠 曲线 微分 方程 并 积分 
Еш = М(х) = Fe —Fi 
积分 一 次 得 
E10 = Ele” = Eat = Еа +C 
再 积分 一 次 得 
Еһ > Ев = Б, +се+р 
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(3) 确定 积分 常数 
在 悬臂 梁 中 ,边界 条 件 是 固定 端 处 的 转角 为 零 , 挠 度 也 为 零 , 即 ， 


%4 r=0 时 ， 
wa = бА = 0 (e) 

X 2=0 h}, 
wa = 0 (Í) 


将 式 (e) 代 入 式 (c) ,得 C=0, 将 式 (f) 代 入 式 (d) ,得 р=0. 
(4) 列 出 转角 方程 和 挠 度 方程 
将 定 出 的 两 个 积分 常数 代入 式 (c) 和 (d) , 即 得 梁 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 分 别 为 


Е(0- Жо — Fix 


y = E 
Elw = л ох 


(5) 求 最 大 转角 Ona е КЕ Wma 
可 以 看 出 ,bus 和 wwsx 均 发 生 在 自由 端 B 截面 处 ,有 


бы = б = 062) | FE (| 顺 时 针 ) 
max B x=! 2ЕЇ К. 

| ЕР 
ых = в = (т) |, ЗЕТ“ y) 


Os 为 负 , 表 示 截 面 B 的 转角 是 顺 时 针 的 。zws 也 为 负 , 表 示 В 点 挠 度 向 下 。 


Ж Е=200М,Е=210С6Ра,/=50тт›1 型 49lmmt 代入 ,得 


Өв =— 0. 002 42rad 
wg =— 0. 080 5mm 
【 例 6-2] 桥 式 起 重 机 的 大 梁 和 建筑 中 的 一 些 梁 都 可 简化 成 简 支 梁 , 自 重 为 作用 在 梁 
上 的 均 布 载荷 ,单位 长 度 上 的 重量 即 视 为 载荷 集 度 gq, 如 图 6-8 所 示 。 已 知 梁 的 跨 长 为 1， 
抗 弯 刚 度 为 ET, 求 该 梁 的 最 大 转角 和 最 大 挠 度 。 
解 : (1) REEN IB ETT EE 
由 对 称 关系 可 知 梁 的 两 个 支 反 力 为 


Pa = Py = 14 
梁 的 弯 矩 方程 为 


M(x) = Fax 1 тг? ше ШЕ (а) кы 
“ 2 2 2 


(2) 列 挠 曲线 近似 微分 方程 并 积分 
Ele” = М(х) = 14 = а" (b) 


积分 得 转角 方程 为 
ЕЮ = 11 - Ta +C (с) 
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再 积分 得 挠 曲线 方程 为 


7 1 з Т. ей П 
Elw а 244 十 Cr + D (d) 


(3) 确定 积分 常数 
在 简 支 梁 中 边界 条 件 是 左右 两 铵 支 座 处 的 挠 度 均等 于 零 , 即 : 
在 ==0 处 ,za 一 0, 代 入 式 (d) ,得 
р=0 
ЖЕ х=1 处 ,ws 二 0, 代 入 式 (d), 即 得 
ЕГ |, = Ба ая +а =о 


从 而 解 出 


(4) 列 出 转角 方程 和 挠 曲线 方程 
将 积分 常数 C 和 的 值 再 代 回 到 式 (c) Са), ШОКА АВ 梁 的 转角 方程 为 


= 
E10 145 gE 24 (e) 
АВ 梁 的 挠 曲线 方程 为 
1 
Elw 1245 949 21 (р 


(5) ЖАВ 梁 的 最 大 转角 0 和 最 大 挠 度 оных 
由 于 粱 上 载荷 及 边界 条 件 对 于 梁 跨 中 点 都 是 对 称 的 ,因此 梁 的 挠 曲线 也 应 是 对 称 的 ,并 
可 知 两 端 贸 支 座 处 的 转角 ,其 绝对 值 也 必然 相等 , 即 


= қ 一 一 l? р 
л = 0(z) |„— ЕТ 〈 顺 时 针 ) 


- = зин 
Os = 0(x) | ,-, = ЕТОЙ 
且 由 挠 曲线 形状 可 知 ,两 端 截 面 转角 即 为 粱 的 最 大 转角 : 


3 
бы. =— 0, = 0, = > 


 24EI 
最 大 搅 度 必 在 梁 跨 中 点 х=1/2 处 ,其 值 为 
, J 1 54* 
f = чь = w lant 384ET С” 


在 上 面 的 结果 中 ,0。 值 为 负 , 说 明 横 截面 A 绕 其 中 性 轴 顺 时 针 转 动 ; 0, 值 为 正 , 则 说 明 
B 截面 转角 的 转向 是 逆 时 针 的 。 跨 度 中 点 挠 度 为 负 , 说 明 挠 度 向 下 。 
【 例 6-3] 一 齿轮 轴 如 图 6-9(a) 所 示 ,在 安装 齿轮 的 截面 C 处 作用 有 齿轮 的 铅 垂 径 向 
力 正 , 试 求 其 转角 方程 和 挠 曲线 方程 ,并 求 最 大 转角 bm 和 最 大 挠 度 халык. 
解 : 该 齿轮 轴 可 简化 为 一 个 简 支 梁 , 如 图 6-9(b) 所 示 。 
(1) RARI ISE E 
由 平衡 条 件 , 得 
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ЖЕ УЖЕ. 
АСВ Mía) = Fari = Pn,0 ааа 
CB & М(2,) = Fax: — F(x: —а) 


= Prs — Flas —a) а < m <1 


(2) 列 挠 曲线 近似 微分 方程 并 积分 

由 于 AC 段 和 CB 段 的 弯 矩 方程 不 同 , 所 以 挠 曲线 
近似 微分 方程 需 分 段 列 出 ,然后 再 分 别 积分 , 即 在 АС 
BOST <a) 


Ele (а) = ®®х, 


1 
е (с) “ 
Е10, Gi) = 8.4 +G (а) 
1 
ЕТ (ху) = Бег} + См. +D, (b) 
6-9 
在 CB &(а<х,<), Ж 
Еге” (z+) = Ер, — Flza) 
Elbi) = В. -£ (2, а) + ©, (о) 
Elw: (хз) Б E (лз a) + Сл: + D, (d) 


注意 在 对 СВ 段 梁 进行 积分 运算 时 ,对 含有 (zx 一 a) 的 弯 矩 项 不 要 展开 ,而 以 (x 一 a) 作 
为 积分 变量 进行 积分 ,这 样 可 使 下 面 确定 积分 常数 的 工作 得 到 简化 。 
(3) 确定 积分 常数 
在 上 述 积分 过 程 中 ,出现 四 个 积分 常数 C .Di 和 Co, Do , 需 用 如 下 条 件 来 确定 。 
在 左 ` 右 两 铵 支 座 处 的 挠 度 均 等 于 零 , 即 
在 zi = ОЖ, им = 0 (1) 
ЖЕ х, = l Ж, м, = 0 (2) 
又 知 在 两 段 挠 曲线 相连 接 的 C 截面 ,必须 保持 连续 条 件 ( 两 段 在 С 截面 处 有 相同 的 挠 
度 ) 和 光滑 条 件 (两 段 挠 曲线 在 C 截面 处 有 相同 的 转角 ) , 即 
ДЕ rı = r: = а №, ил = и» (3) 
ЖЕ ті = zx =a 48, д = 0, (4) 
利用 条 件 (4) ,将 r =a 代入 式 (a) ,将 z, =a 代入 式 (c) ,并 令 其 相等 , 即 
Peta = Ва +С, 
于 是 得 
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C, = C, 
利用 条 件 (3) ,将 z, =a RARO) ,将 z, =a 代入 式 (d) ,并 令 其 相等 , 即 
Pat + C.a + Di = Ба? + Са D, 
考虑 到 С, =C , 故 得 


将 条 件 式 (1) 代 入 式 (b) , 即 在 а =0 Ж. 
Ел (а) |z -0 = Di =0 
ТЖ D,=D,=0 
将 条 件 式 (2) 代 入 式 (d), 即 在 x= 处 ， 


Егиз Са) ly = Pt Е da +C = 0 
于 是 求 得 
== Fb 2 p? 
G = G = 00 — 


(4) 确定 转角 方程 和 挠 曲线 方程 
将 定 出 的 四 个 积分 常数 分 别 代 入 式 (a) 、(b)、(c)、(d), 即 可 得 出 : 
在 АС ROST Ka), 

Fb , Fb 


РА 2 2 2 2 2 
El = Ва 002 0) =— 0 324—0) 
В а Л 
2 № ер Буа Ны (2—24) 
ЖЕ СВ В (а. <), 
Ей, №. 5 =. а) К а-ы» 
Bie За + A G — a] 
Elw, Бет} E Crs — а ер Бә 


(5) Ж Omax ах 
由 图 6-9 пур ,0.„„ ЗГЕ ТЕТО А 端 或 B 端 。 
ЖЕ А п, xı =0 А, 


OA 

ТЕ В ўт. B x=. 处 ， 
Fb 2 2 2 ЕД 2 
Os K в 32) + Ч a] 


在 a>b 的 情况 下 ,最 大 转角 可 以 判断 为 ba , 即 


Fab 
6LET 


Fb pp Fab | 
ЕТ 5) gr Т b) BIN PF) 


Fab 
6LET 


(а) Ои) 


Omax = Өв = GQ +a) 


(а’) 


(b) 


са) 


(е) 


(D 
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下 面 求 梁 的 最 大 找 度 ws 。 
09-0 时 ,w 为 极 值 。 所 以 应 首先 确定 转角 0 为 零 的 截面 位 置 。 由 式 (e) 知 ,OA 


为 负 值 ; 由 式 (D 知 ,bs 为 正 值 。 而 在 ab 的 情况 下 , 若 令 zi 二 a, 代 入 式 (a') 求 得 


_ Fab, _ 
bc = ЗЕП (a—b)> 0 


可 见 从 截面 A 到 截面 C ,转角 由 负 变 正 , 改 变 了 符号 。 考 虑 到 挠 曲线 为 光滑 连续 曲线 ， 
可 以 断定 0=0 的 截面 必 在 AC 段 内 ,于 是 令 


0-0 
求 得 极 值 点 的 坐标 为 
т = fÉ — 
l 3 
即 当 r = хо 时 ,该 截面 上 有 最 大 挠 度 ы ,将 xo RARO) , 即 可 求 得 
Wmax ене (P= XY) (g) 
(6) 讨论 


当 集 中 力 正 的 作用 点 С 越 靠近 支 座 B( 图 6-9(c)), 即 6 值 越 小 时 , 极 值 点 + 就 越 趋 近 
于 B 点 ,在 极限 情况 下 , 即 56>0 Н], 


Xo 二 


r 5771 
也 就 是 说 ,在 此 情况 下 ,最 大 挠 度 所 在 截面 仍然 在 跨度 中 点 附近 。 由 式 (b' ) 可 求 得 梁 的 中 点 
АРА 


„т ==. EP 
==} ВЕ 


比较 式 (g) 和 (h) ,并 令 b>0, 则 
ша |, = 163 УФЫ 
шегі 91032 — 46?) 
由 此 可 见 , 在 集中 力 无 限 靠 近 支 座 时 , 梁 的 中 点 挠 度 仍 与 最 大 挠 度 非 常 接 近 , 相 差 不 到 3⁄4, 
因此 ,在 工程 上 , 当 简 支 粱 的 挠 曲线 没有 拐点 时 ,常用 其 跨度 中 点 的 挠 度 代 替 最 大 挠 度 , 既 可 
简化 计算 ,又 能 保证 结果 足够 精确 。 


当 集 中 力 下 作用 于 梁 跨 中 点 时 , 即 a 一 6 一 记 , 梁 的 最 大 转角 和 最 大 找 度 分 别 为 


03/2 — 40?) (h) 


[о-о = 1.03 


注意 到 在 上 例 计算 中 ,遵循 了 两 个 规则 : 四 对 各 段 梁 ,都 是 对 从 同一 坐标 原点 到 截面 之 
间 的 梁 段 上 的 外 力 列 出 弯 虐 方 程 ,所 以 后 一 段 梁 的 弯 卸 方程 中 包括 前 一 梁 段 的 弯 矩 方程 和 
新 增 的 (x 一 a) 项 ; @ 对 (Cz 一 a) 项 进行 积分 时 ,以 (z 一 a) 作 为 积分 变量 。 于 是 ,由 挠 曲线 在 
(zx 一 a) 处 的 光滑 、 连 续 条 件 , 就 能 容易 得 到 两 段 梁 上 相应 的 积分 常数 分 别 相等 的 结果 。 对 
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于 弯 矩 方程 需 分 为 任意 几 段 的 情形 ,只 要 遵循 上 述 规则 ,同样 可 以 得 到 各 段 梁 上 相应 的 积分 
常数 分 别 相等 的 结论 ,从 而 简化 确定 积分 常数 的 工作 。 


6.4 用 到 加 法 求 弯曲 变形 


积分 法 是 求 梁 弯 曲 变形 的 基本 方法 ,其 优点 是 能 求 得 转角 和 挠 度 的 普遍 方程 。 但 是 当 
梁 上 载荷 复杂 而 且 只 需求 某 些 特定 截面 的 挠 度 和 转角 时 ,积分 法 就 显得 过 于 繁琐 。 在 此 情 
况 下 ,用 县 加 原理 求 梁 的 变形 要 方便 得 多 。 

在 4.5 节 中 ,我 们 已 对 和 至 加 原理 ( 力 的 独立 作用 原理 ) 作 过 介绍 。 由 于 梁 的 变形 很 小 , 且 
梁 的 材料 在 线 弹 性 范围 内 工作 ,因而 梁 的 挠 度 和 转角 均 与 作用 在 梁 上 的 载荷 成 线性 关系 。 
所 以 可 以 用 释 加 原理 计算 梁 的 变形 , 即 当 梁 上 同时 作用 有 几 个 载荷 时 ,在 梁 上 任 一 截面 处 所 
引起 的 位 移 ( 转 角 和 挠 度 ) 等 于 各 载荷 单独 作用 时 在 该 截面 引起 的 位 移 (转角 和 挠 度 ) 的 代 
数 和 。 

在 工程 实际 中 ,往往 需要 计算 梁 在 几 项 载荷 同时 作用 下 的 最 大 挠 度 和 最 大 转角 。 若 已 
知 梁 在 每 个 载荷 单独 作用 下 的 挠 度 和 转角 (参见 表 6-1) , 则 按 释 加 原理 来 计算 梁 的 最 大 找 
度 和 最 大 转角 是 非常 方便 的 。 


【 例 6-4] 简 支 梁 承 受 载荷 如 图 6-10(a) 所 示 ,试用 释 加 法 求 梁 跨 中 点 的 挠 度 wc 和 支 
座 处 截面 的 转角 0 410. 


解 : 梁 上 载荷 可 以 分 为 三 项 简单 的 载荷 ,如 图 6-10(b)、(c)、(d) 所 示 。 由 表 6-1 中 查 出 
三 个 载荷 单独 作用 时 梁 的 相应 位 移 值 ,然后 根据 释 加 
原理 ,C 点 的 挠 度 应 等 于 集中 力 正 、 均 布 载荷 q 和 集中 
力 偶 M. 分 别 单独 作用 时 在 C 点 引起 的 挠 度 的 代数 
和 。 同 理 ,A、B 截面 的 转角 亦 应 为 下 .dg 和 M. 分 别 作 
用 时 在 A.B 截面 引起 转角 的 代数 和 。 于 是 得 С 点 的 
总 挠 度 为 


We = we + wo +w, 
_ ЕЁ Sg _ MÈ 
48EI 384EI 16ЕІ I 
A.B 截面 的 总 转角 分 别 为 
Өд = Oar + Өд, + дам, 
_ FÈ 4: M.I 


С 16ЕГ 24ЕГ ЗЕ 
бв= фе + Üs + бм, 
_ Е? ql? М 
IGEI ` 24EI ` 6EI 
注意 : 查 表 6-1 时 ,要 根据 外 力 的 实际 方向 来 确 
定位 移 的 正 负 , 切 忌 盲 目 照 抄 书 上 公式 及 结果 。 


表 6-1 梁 在 简单 载荷 作用 下 的 变形 


挠 曲线 方程 端 截面 转角 最 大 挠 度 
__ Mz: a = M: 
717128 р 2 
a = EP: с 
„әс. "ЫП 
т), 
(0<х<а) Еа? Еа? 
= Fat ga- = ЕТ w= pp] 
w= —6р1682—9), 
(а<л</) 
(2 — 4х + 18 т 
24EI = ей. 
б Ф--4Е ws ВЕТ 
6/2) 
o, =M 
„=—Мы 
М.х ,_ = ЗЕТ 
SETO I-a) pM 
» BEI 
0 一 一 ML 
БЕП 
Мес — з) 
БЕП a =Ma 
ы]: | 
,一 Мех 2 — 36? — r? 
Р м. e= 30—29), 
s s өв (Co<z<a) A= EH — 3) 
M. y 
‚= = +3102 
А b БЕЙ * * | g= Ме (ра) 
БЕП 
a)? + (2-35?) =], 
(a<z<D) 
ғ 
4 6, КЕНИ ЧИИР 
Азар еу ғұ” | в, Fe ЕВ 
В j a ET Wm 48ЕТ 
(<<) 
12 12 2 
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аж 
序号 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 端 截 面 转 角 最 大 挠 度 
设 a>b, 在 x 一 
,一 一 For ору ГГА 
С Шри), 3 处 ， 
4 9 |(о<г<а) ,-- ғы (一 所 30 
жаң бЕП wm= 
7 "ы | Ет | TPt |y Бак ға) 9УЗЕН 
р b GETI |79 ъ= Вад i 
(一 pz 一 za]， 在 * 一 2 处 ， 
(a<r<D) _ _Fb(3E — 452) 
"£ 48ЕТ 
2900р а 
w MEI” 212 + à š 
" ЕЕ с А 
дз) ш ВЕІ ™ 384E] 


【 例 6-5] 车 床 主轴 的 计算 简 图 可 简化 为 外 伸 梁 ,如 图 6-11(а›Я1(Ь›тлх. Ж.Р, 
为 切 前 力 ,Fs 为 齿轮 传动 力 。 车 近似 地 把 外 伸 梁 看 成 等 截面 梁 , 试 求 截面 B 的 转角 和 端 
点 C 的 挠 度 。 


图 6-11 


М. 表 6-1 中 给 出 的 是 简 支 梁 或 悬臂 梁 的 挠 度 和 转角 ,为 此 ,将 这 外 伸 梁 沿 截面 忆 截 
开 , 看 成 是 一 简 支 梁 和 一 悬臂 梁 。 显 然 ,在 两 段 梁 的 截面 马上 应 加 上 互相 作用 的 力 F, 和 力 
ЕЖ М= Еа. Ф AB 上 的 三 个 载荷 中 ,集中 力 F 直接 作用 在 支 座 处 ,不 会 使 梁 产 生 
弯曲 变形 ; 由 表 6-1 可 分 别 查 出 由 F, 和 М 所 引起 的 截面 B 的 转角 为 


M _ Ра зу 
(әм = ЗЕТ = г ОЗИН) 


_ Fr 
16ЕТ ЖҮ 


右边 的 负 号 表示 截面 B [Ч F; 引起 的 转角 是 顺 时 针 的 。 


(һу, = 
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利用 又 加 原理 ,得 M ЖЕ, 共同 作用 下 截面 B 的 转角 为 


op = Bal Р 
ЗЕГ 16ЕІ 
这 也 就 是 图 6-11(b) 中 外 伸 梁 在 截面 B 的 转角 。 单 独 由 这 一 转角 引起 C 点 的 挠 度 为 


_ _ Fal _ Fal? 
ı = 4» = 3EL ~ 16ET 
BC 段 作 为 悬臂 梁 在 F, 作用 下 引起 C 点 的 挠 度 为 


Fia? 
w = р (1) 


原 外 伸 梁 AC 的 C 端 挠 度 可 看 成 是 由 于 截面 中 的 转动 ,带动 BC 段 作 刚体 转动 ,从 而 使 
C 端 产生 挠 度 wc (图 6-11(c)) 和 由 BC 段 本 身 弯 曲 变形 引起 的 挠 度 即 为 悬臂 梁 的 挠 度 we, 
(图 6-11(d)) 两 部 分 全 加 而 成 的 。 因 此 ,C 端的 总 挠 度 为 


Fia? Fal? 
ЗЕТ“ tO 16Е] 


本 题 所 采用 的 分 析 方 法 其 要 点 是 : 首先 分 别 计算 各 梁 段 的 变形 在 需求 位 移 处 所 引起 的 
位 移 , 然 后 进行 释 加 , 即 得 需求 之 位 移 。 在 分 析 各 梁 段 的 变形 在 需求 位 移 处 引起 的 位 移 时 ， 
除 所 研究 的 梁 段 外 ,其 余 各 梁 段 均 视 为 刚体 。 这 种 计算 梁 位 移 的 方法 称 为 逐 段 刚 化 法 或 变 
形 硬 加 法 。 在 外 伸 梁 及 变 截 面 梁 的 变形 计算 中 经 常 采 用 。 而 例 6-4 采用 的 方法 就 称 为 载荷 
ул 

Жан AIMAS RE АЛАН ННІ. БІЛЕ МНЕ Ж ІНЕ ЖАНТ А ЛИК 49 
位 移 。 不 同 的 是 ,前 者 是 分 解 载荷 ,后 者 是 分 解 梁 ; 前 者 的 理论 基础 是 力作 用 的 独立 性 原 
理 ,而 后 者 的 根据 则 是 梁 段 局 部 变形 与 梁 总 体位 移 间 的 几何 关系 。 但 是 ,由 于 在 实际 求解 时 
常常 将 两 种 方法 联合 应 用 ,所 以 习惯 上 又 将 二 者 统称 为 释 加 法 。 


【 例 6-61 变 截面 悬臂 梁 如 图 6-12(a) 所 示 。 在 自由 端 C 处 作用 有 集中 力 下 ,已 知 
1=21,=21,1=1,=1, ЖЖС 截面 的 转角 bc HERE wc。 


Я. 由 于 悬臂 梁 ABC 中 AB 段 和 BC 
段 的 惯性 矩 不 同 , 故 采用 逐 段 刚 化 法 ,分 段 
计算 变形 ,以 求 出 C 截面 的 转角 和 挠 度 。 

(1) 令 AB 刚 化 ,只 考虑 BC 段 的 变 
形 。 这 样 ,BC 段 相 当 于 一 个 B 截面 固定 
的 悬臂 梁 ( 图 6-12(b))。 由 表 6-1 中 查 
得 ,C 截面 的 转角 和 挠 度 分 别 为 
ñ, =— і UBND, wa = ЕС 


Жі-1.1,-І RAER, НЗ 


2 3 
b, =- В ОЙНО. we =— СР 


(2) 令 BC 刚 化 ,只 考虑 AB 段 的 变 
形 。 此 时 , 杆 件 相当 于 A 端 固定 的 悬臂 梁 图 6-12 


тес, 


шс = шс, + шс, = 
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AB ,在 也 点 作用 有 集中 力 下 218 М. = Е, НН В 端 右 侧 空 挑 着 一 段 刚 性 杆 BC。AB 段 
的 变形 在 С 点 引起 的 位 移 如 图 6-12(c) 所 示 。 于 是 由 表 6-1 中 分 别 查 得 由 下 和 Me。 引起 的 
B 截面 的 转角 和 找 度 ,进行 释 加 后 分 别 为 

_ СЕРЫ ЕЗ 


0s = ЕГ, zgr, ЙН» 
RR F} 
ws — EL 3E СӨ 


由 于 梁 的 AB 段 和 BC 段 的 找 曲 线 在 B 点 光滑 连续 , 当 AB 变形 时 ,BC 即 随 之 倾斜 ,但 仍 保 
持 为 一 直线 ,因此 ,AB 段 变 形 在 C 截面 所 引起 的 转角 为 


КРОНА. 
в, — в =— Ер 2ER 


( 顺 时 针 》 
ЖЕ C 点 引起 的 挠 度 为 


(Fl) $ ЕІ: СЕ) ЕЁ 
wa = ws бнз ФЕ, ЗЕ, [ЕГ PEL 


将 荆 =21,4=14s 二 1 代入 上 式 ,化 简 即 得 


ЗЕ: ТЕЗ 
б, =— ЧЕТ ОЙН. ик, 一 一 ET (1) 


ІН (у) 


(з) 求人 和 Je 

6-6, FP ЗЕ? 5ЕЇ? 
саты. 2ET АЕТ 4EI 

Е FI? ТЕЗ ЗЕ]? 
Е ЗЕТ бЕІ 2EI 


( 顺 时 针 》 


(у) 


6.5 简单 超 静 定 梁 


梁 的 支 反 力 个 数 超过 独立 平衡 方程 的 个 数 时 , 仅 靠 平衡 方程 不 能 求解 出 全 部 的 支 反 力 ， 

求解 超 静 定 梁 , 方 法 类 似 于 求解 拉 压 超 静 定 问 题 ,同样 是 综合 运用 静 力 、 儿 何 、 物 理 三 个 
方面 关系 。 若 能 正确 求解 出 多 余 支 反 力 ,其 余 的 支 反 力 就 可 以 由 平衡 方程 得 到 ,那么 梁 的 内 
力 、 应 力 和 变形 (位 移 ) 就 可 按 静 定 问题 求解 。 

简单 超 静 定 梁 的 解法 步骤 如 下 : 

(1) 根据 支 反 力 与 独立 平衡 方程 的 数目 ,判断 超 静 定 梁 的 次 数 ; 

(2) 解除 多 余 约 东 , 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 代 蔡 其 作用 ,得 到 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 ; 

(3) 建立 相当 系统 在 多 余 约 束 处 应 满足 的 变形 条 件 , 即 建立 变形 协调 条 件 ; 

(4) 计算 相当 系统 在 多 余 约 束 处 的 位 移 , 并 根据 相应 的 变形 协调 条 件 建立 变形 补充 方 
程 , 由 此 求解 出 多 余 支 反 力 。 


【 例 6-71 如 图 6-13(a) 所 示 超 静 定 粱 ,受到 力 下 作用 ,已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET, 求 梁 
的 支 反 力 。 


解 : 这 是 一 个 一 次 超 静 定 问 题 。 
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И ЖИРЕЙ В ЗА ERARA 四 Ж 
支 座 去 掉 , 代 之 以 相应 的 约束 反 力 Fa( 称 为 多 余 未 (Aa ! 
知 力 ), 于 是 得 到 一 个 形式 上 为 承受 外 载荷 开 与 多 © 


余 未 知 力 Fs 作用 的 静 定 悬臂 梁 ( 图 6-13(b)) ,此 


结构 称 为 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 。 r т, 
相当 系统 在 载荷 F 与 多 余 未 知 力 Fs 的 共同 © £ f |; 


作用 下 发 生变 形 ,其 变形 应 完全 等 同 于 原 超 静 定 


梁 , 即 多 余 约束 处 的 位 移 必须 满足 原 超前 定 梁 在 CQ Q F 
该 处 的 约束 条 件 ,这 就 是 变形 协调 条 件 , 即 ы ж 


wg 一 0 (a) 图 613 
Я] Я] ë JII 25 , И] k f 9 Ж В 截面 处 的 
挠 度 
кт с o 
将 上 述 物理 关系 式 (b) 代 和 人 式 (a) ,得 补充 方程 为 
ЗЕ Fol? _ 
48ET 3ET о to 
由 式 (c) 得 
‚ _ 5p 
Ев = 16 F 


所 得 结果 为 正 , 说 明 所 设 支 反 力 Ев 的 方向 正确 。 
多 余 支 反 力 确定 后 ,由 平衡 方程 > Ma = 0 与 >) F, = 0, 即 可 得 固定 端 处 的 支 反 力 与 
支 反 力 偶 矩 分 别 为 


->~ _ lip — Зе 
Fa = 16°” M, = I6”! 
这 种 利用 相当 系统 的 变形 满足 原 超 静 定 梁 的 约束 条 件 求解 多 余 未 知 力 的 方法 称 为 变形 


比较 法 。 

应 该 指出 ,只 要 不 是 限制 梁 刚 体位 移 所 必需 的 约束 , 均 可 视 为 多 余 约束 。 因 此 ,对 于 图 
6-13(a) 所 示 超 静 定 梁 , 也 可 将 其 固定 端 处 限制 截面 A 转动 的 约束 当 作 多 余 约束 。 于 是 ,如 
果 将 该 约束 解除 ,并 以 支 反 力 偶 矩 МА 代替 其 作用 , 则 原 超 静 定 梁 的 相当 系统 如 图 6-13(c) 
所 示 , 而 相应 的 变形 协调 条 件 为 

б-0 
由 此 求 得 的 支 反 力 与 支 反 力 偶 矩 与 上 述 解答 完全 相同 ,建议 读者 自行 验证 。 
【 例 6-8] 一 悬臂 梁 AB .承受 集中 载荷 下 作用 , 因 其 刚度 不 够 ,用 一 短 粱 加固 如 
图 6-14(a) 所 示 。 试 计算 梁 AB 的 最 大 挠 度 的 减少 量 。 设 二 梁 的 抗 弯 刚度 均 为 ET. 

解 : (1) 求解 超 静 定 梁 

梁 DC 为 静 定 梁 , 而 梁 AB 由 于 在 截面 C 处 用 匀 链 相连 即 增加 一 约束 ,因而 属于 一 次 超 
ER ,需要 建立 一 个 补充 方程 才能 求解 。 

РЕВЕ C 作为 多 余 约束 予以 解除 ,并 以 相应 的 多 余 未 知 力 Ес 代替 其 作用 , 则 原 结构 
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的 相当 系统 如 图 6-14(b) 所 示 。 F 
在 多 余 未 知 力 Ес 作用 下 , 梁 DC 的 截面 C 铝 年 下 a Д6 в 
移 ; 在 载荷 下 及 多 余 未 知 力 Fe 的 共同 作用 下 , 梁 AB 的 2 m 
截面 C 也 应 铅 垂 下 移 。 设 前 一 位 移 为 rw ,后 一 位 移 为 ы 
<o , 则 变形 协调 条 件 为 И c ñ 
w = из (а) [的 
由 梁 变形 表 , 查 得 @ к 
; 3 р: с 
22844) Ен Есі? (b) 
m ЗЕ ==— 24EI 图 6-14 
ШЕТ. 
ie (2Ес —5Е) б 


48ЕІ 
将 式 (b)、(c) 代 入 式 (a) 得 补充 方程 为 
_ Е _ (2Ес—5Е)Ё 


24ET — 48ЕІ 
由 此 得 
Ес = I 
(2) 刚度 比较 
在 梁 АВ 未 加 固 前 ,其 最 大 挠 度 即 端点 В СТАТИ НЕ A 
_ FÈ 
3EI 
加 固 后 ,该 截面 的 挠 度 变 为 
5Fcls _ ЕЗ 39ЕЇ? 


д! 


48ET ЗЕ 192EI 
由 此 可 见 , 梁 AB 的 最 大 挠 度 显著 减 小 ,后 者 的 挠 度 约 为 前 者 挠 度 的 617. 
结论 : 用 一 短 梁 加 固 后 的 悬臂 梁 的 刚度 可 有 较 大 幅度 的 增加 。 


6.6 梁 的 刚度 校 核 提高 弯曲 刚度 的 措施 


6.6.1 梁 的 刚度 校 核 


工程 上 ,对 于 弯曲 构件 ,不 仅 要 满足 强度 条 件 , 还 经 常 需要 满足 刚度 要 求 , 对 其 弯曲 
变形 加 以 限制 。 所 以 在 用 强度 要 求 设计 梁 的 截面 尺寸 后 ,还 需 对 其 进行 刚度 校 核 ,其 刚 
度 条 件 为 
Wmax < [ле] (6-9) 
Omax < [0] (6-10) 
即 要 求 梁 的 最 大 挠 度 与 最 大 转角 分 别 不 超过 各 自 的 许可 值 。 式 中 ,[w] 为 许可 抄 度 ,[0] 为 
许可 转角 。 它 们 的 数值 与 梁 的 工作 条 件 有 关 , 可 从 有 关 设 计 规 范 或 手册 中 查 得 。 例 如 : 
MEREM [w] = (0.0001 ~ 0.000 5)1,[0] = (0.001 ~ 0. 005)гаа 
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起 重 机 大 梁 ”[w] = (0.001 一 0.005)7 


发 动机 凸轮 轴 Ге! = (0.05 ~ 0.06)mm 
【 例 6-9】 一 台 起 重量 为 50kN 的 桥 式 起 重 机 (图 6-15(a)) ,由 45a 工 字 钢 制 成 。 已 知 
人 ,材料 的 许 用 应 力 [o] = 


电动 葫芦 重 5kN, 吊 车 梁 跨 度 1=9. 2m, 许 可 挠 度 [z] = 500 
140MPa, 弹 性 模 量 EF 二 210GPa, 试 校 核 此 吊车 梁 的 强度 、 刚 度 。 


解 : 将 吊车 梁 简 化 为 如 图 6-15(b) 所 示 的 简 支 梁 。 梁 的 
自重 视 为 一 均 布 载荷 ,其 集 度 为 9; 电动 葫芦 的 轮 压 近似 地 
视 为 一 集中 力 下 。 由 于 载荷 是 移动 的 , 须 考虑 危险 工作 情 
况 , 当 电动 葫芦 行 至 梁 跨 中 点 C 处 时 , 梁 内 的 正 应 力 最 大 ， 
产生 的 挠 度 也 最 大 。 


(1) 校 核 正 应 力 强 度 
首先 ,由 型 钢 表 查 得 45a 工 字 钢 的 自重 q НЕХ 1.55 % 


УИ Я W 分 别 为 
q = 80.4 X 9. 8 = 787.92(N/m) 


I = 32 240cm* ° 
W = 1430cmš 1 = 
其 次 , 绘 M 图 ( 见 图 6-15(c)) ,最 大 弯 矩 值 为 @) 


FL 4? _ 5510 9.2 , 787.92 x 9. 2? РЕС 
Мы = T +8 4 8 - 
= 4 3 . = . 
134. 84 X 10° (N • m) = 134. 84(kN + m) (S T. 
(с) 


其 中 


Е = 50+5 = 55(kN) 
图 6-15 
最 后 , 按 正 应 力 强度 校 核 : 


Ме» _ 134. 84 X 10° 28 
= .29 х = 94. м 
_ w 1430 0 94. 29 X 105(Pa) = 94. 29(MPa) < [е] 


可 知 满足 强度 要 求 。 
(2) 校 核 刚度 
首先 ,由 又 加 法 求 得 由 集中 力 F 和 均 布 力 g 而 引起 的 最 大 挠 度 ( 图 6-15(b) ) 为 
| = = F ү _541_ 
w [ши | we Hwa |= ISET + 384ET 


55 X 10° x 9. 2° + 5х 787.92 x 9. 2* 
48 X 210 X 10° X 322 40 X 10 384 X 210 X 10° X 322 40 X 10 


= 0.01316 +0. 0011 = 0. 014 26(m) = 1.426 (спа) 


其 次 ,计算 吊车 粱 的 许可 挠 度 为 
1 =9.2X10 -184( ў 
. cm 


由 刚度 条 件 
| w | ых = 1. 426ст < [w] 


可 知 , 梁 满足 刚度 条 件 。 
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6.6.2 提高 梁 弯 曲 刚 度 的 措施 


综合 以 上 讨论 弯曲 变形 的 结果 ,可 知 挠 度 和 转角 可 统一 地 表示 为 如 下 形式 : 


vy _ ЖАШ I 
位 移 = 系数 EI 


该 式 说 明 ,影响 位 移 ( 挠 度 、 转 角 ) 的 主要 因素 有 三 个 : ЯНО Г са RBE ЕТ 和 梁 上 作用 
载荷 的 类 别 和 分 布 情况 。 因 此 ,为 提高 梁 的 弯曲 刚度 ,相应 地 从 以 下 三 个 方面 采取 措施 。 


1. 缩短 梁 的 长 度 


梁 的 长 度 1 对 弯曲 变形 影响 最 大 。 因 为 转角 和 挠 度 与 跨度 的 二 次 方 、 三 次 方 甚至 四 次 

侯 轮 方 成 正比 ,所 以 梁 跨 度 的 微小 改变 将 引起 弯曲 

变形 的 显著 变化 。 因 此 缩短 梁 的 长 度 是 提高 

梁 的 弯曲 刚度 的 重要 措施 。 例 如 车 床上 的 皮 

带 轮 .磨床 上 的 砂轮 (图 6-16) 应 尽量 靠近 支 
座 , 以 缩短 外 伸 臂 的 长 度 。 

图 6-16 当 梁 的 长 度 不 能 减 小 时 ,可 以 增加 支承 

(约束 ) 来 提高 梁 的 刚度 。 例 如 车 细 长 零件 时 

加 尾 顶尖 支承 (图 6-17) PERILH TE PJJ ERRIRE 6-18) 都 是 增加 梁 的 支承 点 。 但 

采取 这 种 措施 后 ,原来 的 静 定 梁 就 变 成 为 超 静 定 梁 。 


图 6-17 


2. 增 大 抗 弯 刚度 


PARRE EI 与 梁 的 变形 成 反比 。 因 此 ,增加 抗 弯 刚度 可 以 
减 小 梁 的 变形 。 但 注意 到 各 种 钢材 (包括 各 种 普遍 碳 素 钢 、 优 质 
合金 钢 ) 的 弹性 模 量 E 的 数值 相差 很 小 , 故 通过 调换 优质 钢材 来 
提高 梁 的 抗 索 刚度 意义 不 大 。 因 此 ,主要 是 增 大 截面 的 惯性 矩 来 
提高 梁 的 抗 弯 刚 度 。 即 选用 合理 截面 , 尽 可 能 以 较 小 的 截面 面积 
取得 较 大 的 惯性 矩 。 例 如 ,自行 车 架 由 圆 管 焊 接 而 成 ,不 仅 增加 
了 车 架 的 强度 ,也 提高 了 车 架 的 弯曲 刚度 ; 又 如 各 种 机 床 的 床 
身 . 立 柱 (图 6-19) 多 采用 空心 薄 壁 截面 等 。 


3. 调整 加 载 方式 


通过 调整 加 载 方式 ,改善 结构 设计 ,来 降低 梁 弯 矩 值 的 同时 
也 可 提高 梁 的 弯曲 刚度 。 例 如 图 6-20(a) 所 示 的 跨 中 受 集中 力作 
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用 的 简 支 梁 , 将 集中 力 改 为 分 散在 两 处 或 均 布 在 全 梁 施 加 可 提高 梁 的 强度 ,并 可 减 小 变形 (图 
6-20(b) 、(c))。 移 动 支 座位 置 也 将 对 梁 的 强度 和 刚度 产生 影响 。 将 简 支 梁 的 支 座 互 相 靠近 至 
适当 位 置 (图 6-20(d)) 可 使 梁 的 变形 明显 减 小 。 例 如 工程 上 常见 的 高 压 容 器 或 龙门 吊车 大 
梁 的 支承 (图 6-21) 就 采用 类 似 措 施 , 以 提高 其 抗 弯 刚 度 。 


F=gl 
А с B А 


|- ГА Б m -| Е 1 „| 


Іші 42. 


,Sql 2.5.501 
"зх ува Vor 384E7 
(a) (b) 


' 
wa = 94 


384ЕТ 


(с) 
图 6-20 
此 外 ,在 设计 制造 时 ,针对 具体 情况 还 会 采取 一 些 其 他 措施 来 满足 弯曲 构件 的 刚度 要 
求 。 例 如 对 容易 产生 向 下 挠 度 的 受 弯 构 件 采用 预 加 反 挠 度 的 方法 ,如 图 6-22 所 示 的 天 车 


梁 ,一 般 在 制造 时 要 求 有 上 拱 度 w= 700500 


RAR 


| ка 


图 6-21 图 6-22 


6-1 如 何 画 出 挠 曲线 的 大 致 形状 ? 根据 是 什么 ”如 何 判断 挠 曲线 的 凹凸 性 与 拐点 
的 位 置 ? 

6-2 写 出 下 列 各 梁 的 边界 条 件 及 连续 条 件 。 

6-3 试用 和 至 加 法 迅速 算出 图 示 梁 中 点 的 挠 度 。 

6-4 ЖЕ а 的 圆 木 中 ( 见 图 ) 锯 出 弯曲 刚度 为 最 大 的 矩形 截面 梁 , 试 求 截面 高 
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思考 题 6-3 图 


度 有 与 宽度 5b 的 合理 比值 。 

6-5” 钢 梁 受 载 后 找 度 超过 了 许 用 值 ,可 否 用 更 换 优质 钢材 
的 方法 来 提高 梁 的 刚度 ? 并 简 述 原因 。 

6-6 如 图 所 示 ,滚轮 在 梁 上 滚动 , 欲 使 其 在 粱 上 恰好 走 一 条 
水 平 线 , 问 需 把 梁 预 先 弯 成 什么 形状 ( 设 EI 为 常量 )? 

6-7 图 示 超 静 定 梁 AB 受 集中 力 下 作用。 已 知 许 用 应 力 为 
[oj , 抗 弯 截 面 系数 为 W 。 为 提高 梁 的 承载 能 力 , 可 将 支 座 也 向 上 
移动 少许 (用 A 表示 ) ,为 什么 ? (提示 : 可 分 别 求 出 支 座 В 移动 
前 、 后 梁 的 许可 载荷 LF] ,比较 两 者 大 小 即 可 。) 思考 题 6-4 图 


F 


思考 题 6-6 图 思考 题 6-7 图 


6-1 写 出 下 列 各 梁 的 边界 条 件 ,并 根据 弯 怎 图 和 支 座 情况 画 出 挠 度 曲线 的 大 致 形状 。 
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; B 
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题 6-1 图 


6-2 用 积分 法 求 下 列 各 梁 的 挠 曲线 方程 和 最 大 挠 度 。 设 梁 的 抗 弯 刚 度 ET 为 已 知 。 
6-3 外 伸 梁 承受 均 布 载荷 如 图 所 示 , 试 用 积分 法 求 04 、0 ,并 求 wp 、wc。 


题 6-2 图 


6-4 试用 积分 法 求 图 示 外 伸 梁 的 04 .0 及 wa stop 
6-5 外 伸 梁 如 图 所 示 ,试用 积分 法 求 wawe A we. 
4-Ға r 
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6-6 ”试用 积分 法 求 图 示 悬 臂 梁 B 端的 挠 度 шор. 
6-7 ”试用 积分 法 求 图 示 外 伸 梁 的 0, Я с, 


题 6-6 图 题 6-7 图 


6-8 ”试用 积分 法 求 图 示 简 支 梁 的 Oa „бы ЖІ w maxo 
6-9 М: . 右 支 座 分 别 作用 有 力 偶 Ma 和 Ms ,如 图 所 示 。 为 使 该 梁 挠 曲线 的 拐点 
位 于 距 左 端 1/3 处 , 试 求 MA 和 М» 之 间 的 关系 。 


题 6-8 图 题 6-9 图 
6-10 直径 为 d 的 实心 圆 截面 直 杆 放置 在 水 平 刚性 平面 上 ,单位 长 度 重量 为 g, 长 度 为 
7 ,弹性 模 量 为 Е, 52) ЕЕ, ЖЕН 与 平面 密 合 。 试 求 提起 部 分 的 长 度 a 和 


提起 的 高 度 rwa。 
6-П 试用 积分 法 求 图 示 变 截面 梁 的 最 大 挠 度 和 最 大 转角 。 


题 6-10 图 题 6-11 图 


6-12 等 强度 梁 如 图 所 示 , 设 F.a b 及 弹性 模 量 EE 均 为 已 知 。 试 用 积分 法 求 梁 的 最 
KHE. 

6-13 试 按 倒 加 原理 求解 习题 6-4。 

6-14 ” 试 按 到 加 原理 求解 习题 6-5。 

6-15 试 按 又 加 原理 求解 习题 6-11. 
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(а) (b) 
题 6-12 图 


6-16 НЛК КІН A 的 找 度 和 截面 B 的 转角 。 已 知 ET 为 常量 


M.=Fl 
|| 


12, 12 


(с) 


Eñ 6-16 图 


6-17 НЯ AB 与 AC 刚性 连接 ,A 处 为 一 轴承 ,允许 AC 轴 的 端 截面 在 轴承 内 自由 
转动 ,但 A 处 不 能 上 、 下 移动 。 已 知 下 =60N,E==210GPa,G==0.4E。 试 求 截面 B 的 垂直 

6-18 ”图 示 木 梁 的 右 端 由 钢 拉 杆 支承 。 已 知 梁 的 横 截面 为 边 长 等 于 0. 20m 的 正方 形 ， 
q=40kN/m, E, =10GPa; 钢 拉杆 的 横 截 面 面 积 А, 二 250mm? ‚Е, 二 210GPa。 试 求 拉杆 的 伸 
长 量 А/ 及 梁 中 点 沿 铅 垂 方向 的 位 移 A。 
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6-19 图 示 简 支 梁 由 两 根 槽 钢 组 成 。 已 知 /=4т, F=20kN, Е = 210СРа, VF Пу Hé № 
[四 = 各, 试 按 刚度 条 件 选择 村 钢 的 型 号 。 


6-20 图 示 实 心 圆 截面 轴 , 两 端 用 轴承 支承 ,已 知 F= 21kN, a = 400mm, b = 200mm., 
轴承 的 许可 转角 [由 二 0. 05rad,[o] 一 60MPa, 材 料 的 弹性 模 量 下 一 200GPa, 试 确定 轴 的 直 
42 4. 


Eñ 6-19 图 Я 6-20 图 


6-21 ИЖ, ЕЕ 1-5. ЛЖ Ма =5КМ • т. М, = 10КМ * m, Ж#Н [0] = 
160MPa, 弹 性 模 量 上 二 200GPa, 许 可 找 度 [ww] 一 5, 试 选择 工 字 型 钢 型 号 。 


6-22 设 图 示 匀 质 梁 无 限 长 ,其 横 截 面 为 A, 水 平 放置 在 刚性 平台 上 。 若 作用 一 铬 垂 向 
上 的 载荷 已 , 试 建立 该 截面 的 挠 度 Д 与 载荷 下 的 关系 。 设 抗 弯 刚 度 EI 为 常数 , 梁 单 位 长 度 
的 重量 为 gq。 


题 6-21 图 


6-23 ”总 重量 为 W ,长 度 为 34 的 钢筋 ,对 称 地 放置 于 宽 为 a 的 刚性 平台 上 ,如 图 所 示 。 
试 求 钢 筋 与 平台 间 的 最 大 间隙 6. 18 ET 一 常量 。 

6-24 ”图 示 外 伸 梁 ,两 端 承受 载荷 下 作用 , 抗 弯 刚度 ET 为 常数 。 试 问 : 

(1) H x/l 为 何 值 时 , 梁 跨 度 中 点 的 挠 度 与 自由 端的 挠 度数 值 相等 ? 

(2) 当 x/l 为 何 值 时 , 梁 跨 度 中 点 的 挠 度 最 大 ? 


题 6-23 图 题 6-24 图 


6-25 ТАЖ ИНК Р ЕРІН ЕЕ C 处 的 挠 度 zwc, 并 描 出 梁 挠 曲线 的 大 致 形状 。 
已 知 EI 为 常量 。 

6-26 图 示 等 截面 梁 , 抗 索 刚 度 为 ET。 设 梁 下 有 一 曲面 w= Ал ,和 欲 使 梁 变 形 后 恰 
好 与 该 曲面 密 合 , 且 曲 面 不 受 压力 ,试问 梁 上 应 加 什么 载荷 ? 并 确定 载荷 的 大 小 和 方向 。 
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一 W=—Ax3 


题 6-25 图 题 6-26 图 


6-27 求 图 示 简单 刚 架 自由 端 C 的 水 平 位 移 和 垂直 位 移 。 设 EI 为 常数 。 

解 : 设想 把 刚 架 沿 截面 B 分 成 两 部 分 。 在 水 平 杆 AB 的 截面 B 上 (图 b) 有 轴 力 F. = F 
MAH M 三 Fa。 省 略 轴 力 对 截面 B 位移 的 影响 ,首先 由 表 6-1 查 得 在 M 作用 下 ,截面 B 的 
挠 度 ( 垂 直 位 移 ) 和 转角 分 别 为 


Fal? 
ws =— EL. = Ег 
其 次 把 BC 杆 作 为 上 端 固定 的 悬臂 梁 ( 图 c) ,截面 C 的 水 平 位 移 为 
Еа? 
ЗЕТ 
最 后 ,把 原 刚 架 的 BC 杆 看 作 是 整体 向 下 移动 了 ws 且 转 动 了 0s 的 悬臂 梁 。 这 就 求 得 
C 的 垂直 和 水 平 位 移 分 别 为 


(rec)m 一 一 


2 

(toc), = шв 一 一 кы 
2 5-4: 
(олды = Gaga саб) Fa ны 


6-28 如 图 所 示 等 截面 刚 架 ,自由 端 承受 集中 载荷 己 作 用 , 试 求 自由 端的 铅 垂 位 移 。 
ау ИПЛЕ ET 与 抗 扭 刚度 GI, 均 为 已 知 常数 。 


6-29 试 求 图 示 各 超 静 定 梁 的 支 反 力 。 
6-30 载荷 下 作用 在 图 示 梁 AB 及 CD 的 连接 处 , 试 求 每 根 梁 在 连接 处 所 受 的 力 。 已 


知 其 中 长 比 和 刚度 比分 别 为 人 一 二 和 上 下 一 二 。 
6-31 Ма ВВ AB 与 简 支 梁 DG 均 用 No. 18 TEAM BC 为 加 截面 人 


杆 ,直径 d 王 20mm, 梁 与 杆 的 弹性 模 量 均 为 Е--200СРа, ЖІ F 一 30kN , 试 计算 梁 内 的 
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最 大 弯曲 正 应 力 与 杆 内 的 最 大 正 应 力 ,以 及 横 截 面 С 的 铅 垂 位 移 。 


44 С 
(а) Z B (6: 
а 


> y 


题 6-30 题 6-31 图 


6-32 Иж И НЕ № ETI=30X10N。m2。 弹 簧 劲 度 系数 为 & 一 185 X 
10;N/m。 若 梁 与 弹簧 间 的 空 阶 为 1. 25mm, 当 集中 力 F=450N 作用 于 梁 的 自由 端 时 ,试问 
弹簧 将 分 担 多 大 的 力 ? 


750 F 
Е 


题 6-32 图 


应 力 状 态 和 强度 理论 


7.1 应 力 状 态 的 基本 概念 


7.1.1 一 点 处 的 应 力 状 态 


前 儿童 中 ,讨论 杆 件 拉 伸 (压缩 )、 弯 曲 和 扭转 的 横 截面 上 应 力 计算 和 分 布 时 指出 , 直 杆 

轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ,在 杆 件 的 同一 截面 上 各 点 处 的 应 力 虽 然 相同 ,但 是 应 力 随 所 取 截 面 方位 
的 不 同 而 不 同 ; 直 梁 弯曲 时 ,在 杆 件 的 同一 横 截面 上 ,应 力 是 逐 点 变化 的 ; 圆 轴 扭转 也 是 如 
此 。 可 见 , 在 受 力 构件 的 同一 截面 上 ,各 点 处 的 应 力 一 般 是 不 同 的 ,而 通过 受 力 构件 内 的 同 
一 点 处 ,不 同方 位 截面 上 的 应 力 一 般 也 是 不 同 的 。 在 前 面 各 章 中 ,分 别 研究 了 杆 件 在 基本 变 
形 时 横 截面 上 的 应 力 分 布 规律 及 其 计算 ,并 根据 相应 的 实验 结果 ,建立 了 正 应 力 和 切 应 力 的 
强度 条 件 ,这 样 就 使 横 截面 上 的 强度 得 到 了 保证 , 即 杆 件 不 会 沿 横 截 面 发 生 破坏 。 例 如 铸铁 
杆 件 的 拉 伸 \ 低 碳 钢 圆 轴 的 扭转 都 是 沿 横 截面 发 生 破坏 ,根据 横 截面 上 的 应 力 来 建立 强度 条 
件 是 合理 的 。 但 是 ,对 横 截 面 的 强度 进行 计算 只 是 强度 校 核 的 一 部 分 ,而 不 是 全 部 内 容 。 这 
是 因为 ,在 工程 实际 中 ,构件 的 破坏 并 不 一 定 者 是 沿 着 本 入 面 发 生 的 ,如 铸铁 试 件 受 压 时 ， 沿 与 
轴线 大 致 成 45 "的 斜 截面 破坏 (图 7-1(a)); 铸铁 圆 轴 扭转 时 , 沿 45 螺旋 面 破坏 (图 7-1(b))。 
又 如 ,钢筋 混凝土 梁 受 横向 力作 用 后 , 除 跨 中 底部 产生 坚 向 裂缝 外 ,在 支 座 附近 还 出 现 斜 向 
裂缝 (图 7-1(c))。 所 以 ,为 了 使 受 力 构 件 不 沿 任何 截面 发 生 破坏 ,必须 进一步 研究 受 力 构件 
内 的 所 有 点 所 有 截面 上 的 应 力 情况 ,以 便 建 立 更 普遍 的 强度 条 件 ,使 构件 的 强度 得 到 全 面 


(а) (b) 


В 71 


通过 受 力 构件 内 某 一 点 处 不 同方 位 截面 上 应 力 的 集合 (也 即 通过 一 点 所 有 不 同方 位 截 
面 上 应 力 的 全 部 情况 ) , 称 为 一 点 处 的 应 力 状 态 。 研 究 应 力 状态 的 目的 ,就 是 要 了 解构 件 受 
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力 后 在 哪 一 点 沿 哪个 方位 截面 上 的 应 力 最 大 ,为 进一步 建立 强度 条 件 提供 依据 。 
7.1.2 应 力 状态 的 研究 方法 


为 了 研究 一 点 处 的 应 力 状态 ,通常 是 从 受 力 构件 中 围绕 该 点 用 三 对 平行 平面 截取 出 一 
个 边 长 无 穷 小 的 正六 面体 一 一 单元 体 (图 7-2) 。 这 一 无 穷 小 的 单元 体 就 代表 这 个 点 。 由 于 
单元 体 的 边 长 为 无 穷 小 量 , 故 可 以 认为 : 单元 体 各 个 面 上 的 应 力 均匀 分 布 , 且 作 用 在 单元 体 
中 相互 平行 平面 上 的 应 力 大 小 、 性 质 完 全 相同 。 下 面 举例 说 明 如 何 从 受 力 构 件 的 指定 点 截 
取 单 元 体 ,以 及 如 何 表 示 此 单元 体 各 面 上 的 应 力 情 况 。 


Е 
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oi Ж сс =т== 
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图 7-2 


图 7-2(a) 所 示 的 是 轴 向 拉 伸 的 杆 件 ,Di 点 为 拉杆 内 的 一 点 ,围绕 该 点 以 一 对 横 截面 和 
两 对 互相 垂直 的 纵 截面 截取 代表 它 的 单元 体 ( 图 7-2(b))。 由 于 拉杆 横 截面 上 只 有 正 应 力 


5 一 健一 于, 而 所 有 纵 鹤 而 上 无 任何 应 力 ,故此 单元 体 各 而 上 的 应 力 如 图 7-2(b) 所 示 , 其 平 


面 图 表示 为 图 7-2(c)。D; 点 为 受 扭 圆 轴 表面 上 的 一 点 (图 7-2(d)) ,围绕 该 点 分 别 以 一 对 
横 截 面 , 一 对 径 向 纵 截面 和 一 对 周 向 纵 截面 截取 代表 它 的 单元 体 ( 图 7-2(e))。 单 元 体 的 
左 、 右 两 侧面 是 相应 模 截面 的 一 部 分 ,其 上 只 有 垂直 于 半径 并 按 线性 规律 变化 的 切 应 力 , 且 


to, = ta W wi: 前 \ 后 两 个 周 向 纵 截面 上 没有 任何 应 力 ; 单元 体 上 、\ 下 两 个 面 上 的 切 应 


力 由 切 应 力 互 等 定理 来 确定 。 于 是 此 单元 体 各 侧面 上 的 应 力 如 图 7-2(e)、 (CD 所 示 。 对 于 横 
力 弯 曲 的 梁 ( 图 7-2(g)) ,其 上 任 一 点 D; 及 上 下 边缘 点 D, 、.Ds 处 的 单元 体 可 用 类 似 的 方法 


取出 ,由 梁 应 力 的 计算 公式 "一 ,r 一 全 六 求 出 各 点 处 横 截 面 上 的 正 应力 和 切 应 力 ,因为 


纵 截面 上 不 考虑 挤 压 , 故 上 、 下 面 的 正 应 力 为 零 , 再 由 切 应 力 互 等 定理 确定 出 上 、 下 面 的 切 应 
力 , 于 是 得 各 点 的 单元 体 分 别 如 图 7-2(h) (iD 、(G) 所 示 。 从 以 上 各 例 看 出 ,截取 单元 体 的 原 
则 是 : 三 对 平行 平面 上 的 应 力 应 该 是 给 定 的 或 经 过 计算 后 可 以 求 得 的 。 由 于 构件 在 各 种 基 
本 变形 时 横 截面 上 的 应 力 分 布 及 计算 公式 是 已 掌握 内 容 , 故 单元 体 的 三 对 平行 平面 中 通常 
总 有 一 对 平行 平面 是 构件 的 横 截面 。 
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由 于 单元 体 相互 平行 平面 上 的 应 力 大 小 .性质 完 全 相同 , 故 单元 体 六 个 面 上 的 应 力 实际 
上 代表 过 该 点 处 三 个 相互 垂直 平面 上 的 应 力 。 若 单元 体 三 对 平面 上 的 应 力 均 为 已 知 时 , 则 
通过 该 点 的 任 一 斜 截面 上 的 应 力 就 可 通过 截面 法 求 出 来 。 于 是 ,该 点 处 的 应 力 状态 就 完全 
确定 了 。 
7.1.3 主 平面 . 主 应 力 和 应 力 状态 的 分 类 


一 般 情 况 下 ,表示 一 点 处 应 力 状 态 的 单元 体 在 其 各 个 面 上 同时 存在 有 正 应 力 和 切 应 + 
但 在 上 面 讨论 过 的 图 7-2 中 ,代表 D, 、D;、D; 三 点 的 单元 体 , 其 各 个 面 上 的 切 应 力 都 等 
=; D, 和 Ds 两 单元 体 的 前 、 后 两 个 面 上 切 应 力也 等 于 零 。 а 
平面 , 主 平面 上 的 正 应 力 称 为 主 应 力 。 可 以 证 明 , 通 过 受 力 构 件 内 任 一 点 总 可 以 找到 由 三 对 
相互 垂直 的 主 平面 构成 的 单元 体 , 称 为 主 单元 体 。 由 此 可 知 ,通过 受 力 构件 内 的 任意 点 皆 可 
i рни 因而 每 一 点 都 有 三 个 主 应 力 。 一 般 以 m .cz хоз 表示 一 点 的 三 

应 力 ,其 大 小 按 它们 代数 值 的 大 小 顺序 排列 , 即 о, 20 2203. 

eq :个 主 应 力 中 有 几 个 不 等 于 零 而 分 为 三 类 : 只 有 一 

应 力 不 等 于 零 的 称 为 单 向 应 力 状 态 ; 两 个 主 应 力 不 等 于 零 的 称 为 二 向 应 力 状态 ; 三 
应 力 都 不 等 于 零 的 则 称 为 三 向 应 力 状态 。 拉 ( 压 ) 杆 内 任 一 点 (图 7-2(c)) 及 横 力 弯曲 时 梁 
横 截 面 内 的 上 、 下 边缘 点 (图 7-20 、G)) 都 属于 单 向 应 力 状 态 。 以 后 将 会 看 到 ,在 横 力 弯曲 
的 梁 内 除 上 述 各 点 外 的 所 有 点 (例如 图 7-2(h)), 以 及 在 扭转 圆 轴 内 除 轴线 上 各 点 以 外 的 其 
他 所 有 点 (例如 图 7-2(D ) 都 属于 二 向 应 力 状 态 。 钢 轨 的 头 部 与 车 轮 接触 点 (图 7-3(a)) 处 
的 应 力 状态 则 属于 三 向 应 力 状态 。 

单 向 应 力 状 态 和 二 向 应 力 状 态 为 平面 应 力 状态 ， 
三 向 应 力 状 态 属 空间 应 力 状 态 。 单 向 应 力 状 态 也 称 
简单 应 力 状 态 ,而 二 向 应 力 状态 和 三 
为 复杂 应 力 状 态 。 应 该 指出 ,从 受 力 构件 内 一 点 处 
出 的 单元 体 往 往 并 非 主 单元 体 ,而 是 在 其 表面 Е 
正 应 力 又 有 切 应 力 的 一 般 情 况 , 要 判定 它 属于 哪 一 类 
应 力 状态 ,就 必须 求 出 其 主 应 力 后 再 下 结论 。 

本 章 主 要 研究 一 点 处 的 二 向 应 力 状 态 , 对 三 向 应 图 7-3 
力 状态 只 作 简单 介绍 。 


7.2 二 向 应 力 状态 分 析 的 解析 法 


7.2.1 和 斜 截面 上 的 应 力 


图 7-4(a) 是 从 受 力 构件 内 某 点 处 取出 的 单元 体 , 已 知 法 线 与 > 轴 平 行 的 面 (z 面 ) 上 的 
正 应 力 和 切 应 力 分 别 为 ee т. з 法 线 与 y 轴 平 行 的 面 (y 面 ) 上 的 正 应 力 和 切 应 力 分 别 为 6,、 
rz ,法 线 与 = 轴 平 行 的 面 (z 面 ) 上 没有 应 力 。 该 单元 体 用 平面 图 表示 为 图 7-4(b)。 切 应 力 
тә (或 re) 有 两 个 角 标 ,第 一 个 角 标 zx( 或 y) 表 示 切 应 力作 用 平面 的 法 线 方向 ; 第 二 个 角 标 
(或 ) 则 表示 切 应 力 的 方向 与 y 轴 (或 xz 轴 ) 平 行 。 关 于 应 力 的 符号 规定 为 : 正 应 力 仍 以 
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拉 应 力 为 正 而 压 应 力 为 负 ; 切 应 力 则 以 对 单元 体内 任意 点 的 矩 为 顺 时针 转 向 时 ,规定 为 正 ， 
反之 为 负 。 按 照 上 述 符号 规定 ,在 图 7-4(a) 中 ,0 .cy Жс, E NAE. z, НИ. 


е с, „т 
x б, а 8 
5 
т; x SANA 
= 3 
Туу а F 
|e: а45іпо 
(е) (9) 


图 7-4 


现 欲 求 垂 直 于 zy 平面 (与 z 轴 平 行 ) 的 任意 斜 截 面 ef 上 的 应 力 ( 图 7-4(b)) ,该 截面 的 
外 法 线 n 与 x ЯНИЕ Ма. ЖЕ: а ЯМ + 轴 道 时 针 转 向 外 法 线 n 时 为 正 ,反之 为 负 。 用 
截面 法 沿 截面 ef 把 单元 体 截 分 为 两 部 分 ,并 取 ea f 为 研究 对 象 (图 7-4(c))。 斜 截面 ef 上 
的 应 力 由 正 应 力 o MIEJ г. 表示 。 设 ef 的 面积 为 dA, 则 ae 和 ay 的 面积 分 别 为 
dAcosa 和 dAsina( 图 7-4(d))。 将 作用 于 eaf 上 的 力 分 别 投影 于 ef 面 的 外 法 线 n 和 切线 
的 方向 上 ,可 分 别 写 出 其 平衡 方程 


о. ЧА + (tay dAcosa)sina — (0, dAcosa)cosa 十 (rdAsina)cosa 一 (aydAsina)sina = 0 


redA — (т, dAcosa)cosa — (о, dAcosa)sina + (o ЯА ѕіпа) cosa + (т, dAsina)sina = 0 


根据 切 应 力 互 等 定理 ,ty 和 ,数值 相等 ,以 z (К z. ,并 简化 上 述 两 个 方程 ,得 


o, = 2 4 бо cosga — т„зїпда (7-1) 
т, = Я sin2a + т. созда (7-2) 
这 就 是 平面 应 力 状 态 下 求 单 元 体 任 意 斜 截面 上 应 力 的 计 


算式 。 
如 用 B=a 十 90" 代 入 到 式 (7-1) 和 式 (7-2) 中 ,就 能 得 到 与 
а 平面 垂直 的 8 截面 (图 7-5) 上 的 应 力 计算 式 : 


op = =з 一 2 созда + ту ѕіп2а (а) 
тр 一 一 Я sin2a — т.усов2а (b) 图 7-5 


如 将 a, 和 cs 相 加 , 则 有 
в. + os = o, +в, = 常数 (c) 
说 明 单 元 体 两 个 相互 垂直 平面 上 的 正 应 力 之 和 为 一 常数 。 
比较 式 (7-2) 和 式 (b) 可 知 ,= 三 一 阅 。 即 在 单元 体 相 互 垂 直 的 两 个 面 上 , 切 应 力 数值 相 
等 ,符号 相反 。 这 里 又 一 次 证 明了 切 应 力 互 等 定理 。 
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7.2.2 主 应 力主 平面 

由 式 (7-1) 和 式 (7-2) 可 知 , 斜 截面 上 的 正 应 力 cx 和 切 应 力 г, 随 截面 方位 角 a 的 变化 而 
改变 ,是 а 角 的 函数 。 利 用 上 述 两 式 便 可 确定 正 应 力 和 切 应 力 的 极 值 ,并 确定 它们 所 在 平面 
的 方位 。 


由 式 (7-1), 令 名 ==0, 得 
a 


da 一 一 2(% 2 sin2a + тысозда)= 0 
若 用 ао 表示 正 应 力 取得 极 值 的 平面 方位 , 则 有 
至 一 sin2co + ruwcos2ao = 0 (d) 
由 此 可 得 
tan2ao -- == (7-3) 


由 式 (7-3) 可 以 得 到 两 个 解 : a 和 十 90" ,在 它们 所 确定 的 两 个 相互 垂直 的 平面 上 , 正 应 力 
取得 极 值 ,其 中 一 个 是 最 大 正 应 力 cm 所 在 平面 , 另 一 个 是 最 小 正 应 力 owis 所 在 平面 。 比 较 
式 (7-2) 和 式 (d) ,可 见 , 满 足 式 (d) 的 a, 角 恰 好 使 r, 等 于 零 。 也 就 是 说 ,在 切 应 力 等 于 零 
的 平面 上 , 正 应 力 取得 极 值 。 所 以 , 极 值 正 应 力 就 是 主 应 力 , 由 式 (7-3) 确 定 出 的 就 是 主 
平面 的 方位 角 。 从 式 (7-3) 求 出 зао 和 cos2ao ,代入 式 (7-1) , 求 得 最 大 和 最 小 正 应 力 分 
别 为 
k. (ааа) += (7-4) 
这 两 个 主 应 力 分 别 与 ao 和 um 十 90" 所 确定 的 主 平面 相对 应 。 至 于 两 个 主 平面 中 哪个 
面 上 作用 dmax ,哪个 面 上 作用 cn, 这 种 对 应 关系 可 由 下 述 规则 来 确定 : ІН ао 和 ao + 9010 
定 了 两 个 主 平面 之 后 ,zs 所 指向 的 那 一 侧 即 为 cx 的 位 置 。 图 7-6(a) 就 是 按 此 规则 画 
出 的 。 


(a) (b) 
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7.2.3 极 值 切 应力 及 其 方位 


由 式 (7-2), 令 吧 一 0, 得 


а 


шы (в, — o; )cos2a — 2г,, віп2а = 0 
由 此 可 得 到 切 应 力 的 极 值 所 在 平面 的 方位 m , 即 
tan2a = 2—02 (7-5) 


由 式 (7-5) 求 得 两 个 解 : a 和 а, 十 90", 从 而 可 以 确定 两 个 相互 垂直 的 平面 ,其 上 分 别 作用 着 
最 大 和 最 小 切 应 力 。 由 式 (7-5) 求 出 sin2a 和 cos2a ,代入 式 (7-2), 求 得 切 应 力 的 最 大 和 最 


小 值 分 别 是 
Tmax о. о, \ 
|-а (6°) tå (7-6) 
Tmin 
比较 式 (7-4) 与 式 (7-6), 可 以 看 出 
Tmax 1 
| =E g ee (7-7) 
Tmin 
比较 式 (7-3) 与 式 (7-5) 可 见 
е 
tangay = tan2a 
所 以 有 
2а) = 2044 >, an а +7 (e) 


上 式 说 明 , 极 值 切 应 力 所 在 平面 与 主 平面 的 夹 角 为 45"( 图 7-6(Cb)) 。 
极 值 切 应力 所 在 平面 上 的 正 应 力 一 般 情 况 下 都 不 等 于 零 ,通常 用 mw 表示 (图 7-6(b))。 
Жа, 和 a 十 90" 分 别 代 入 式 (7-1) ,经 整理 后 , 即 得 这 两 个 面 上 的 正 应 力 均 恒 为 


б, Lo, (лак F Omin 
2 2 (Ü 


最 后 需要 指出 的 是 ,本 节 所 求 得 的 ош, aos ЖІ Tmax x Tmin ,是 平行 于 = 轴 ( 即 垂直 于 zy ІНІ) 
的 那 类 平行 平面 中 的 应 力 极 值 , 它 并 不 一 定 就 是 通过 该 点 所 有 各 和 斜 截面 上 的 极 值 应力 。 如 
欲求 之 ,还 必须 分 别 讨论 平行 于 工 轴 、 平 行 于 > 轴 以 及 与 x+、y、z 轴 都 不 平行 的 各 类 平面 中 
的 应 力 情况 ,通过 比较 后 才能 最 后 得 出 结果 。 

【 例 7-1】 单元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 7-7(a) 所 示 ( 应 力 单位 : MPa)。 试 求 : (1)ab Ш 
上 的 正 应 力 和 切 应 力 ,并 将 计算 结果 标注 在 单元 体 上 ; (2) 主 应 力 的 大 小 和 主 平面 的 方 
位 ,并 画 出 主 单元 体 ; (3) 该 点 在 垂直 于 纸 面 的 平面 上 的 极 值 切 应 力 及 其 所 在 平面 的 单 
元 体 。 

解 : (1) 求 ab 面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 

Жо, 20МРа.в,--30МРа.г,, 20MPa,a 二 30" 代 入 式 (7-1) 和 式 (7-2) 可 得 


On = am = билне 
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cos 60 — (一 20)sin 60° = 9. 82(MPa) 


бзо* 


一 


2 


ть = EO in 60° 十 (一 20)cos 60° =— 31. 65(MPa) 


所 得 的 oso ,rae 均 表示 于 图 7-7(a) 中 。 
(2) 求 主 应 力 和 主 平面 
Hi о, «о, 和 re 代入 式 (7-4) 得 两 个 主 应 力 分 别 为 


бық — 一 而 一 和 37 
20-530 +. Г z 32) 十 (一 20): = (MPa) 
А 2 2 一 27 


Omin 


另 一 个 主 应 力 为 零 。 将 这 些 结果 按 其 代数 值 排列 , 即 得 三 个 主 应 力 为 
оу = 37MPa, б; = 0. оз =— 27МРа 


由 式 (7-3) 得 


27, 2х (— 20) 
Vs = — 20—30 
2% =— 38. 66°, а, =- 19. 33° 
在 单元 体 上 由 x 轴 顺 时 针 转 19. 33 "确定 了 一 个 主 平面 后 ,与 之 垂直 的 平面 则 为 另 一 
主 平面 。 根 据 前 述 主 应 力 与 主 平面 的 对 应 关系 ,可 知 оз 应 在 a, 面 上 ,而 a анаты - 
70. 67" 所 对 应 的 面 上 。 绘 主 单元 体 如 图 7-7(b) 所 示 。 
(3) 求 极 值 切 应 力 及 其 作用 而 
由 式 (7-6) 得 


=) + ss) w == <= 2-30. 20)? 


Tmin 


tan2ao 0.8 


=+ 32(MPa) 
表示 极 值 切 应力 所 在 平面 位 置 的 wm 可 由 式 (7-5) 求 得 ,也 可 直接 由 o, 所 在 主 平面 逆 时 针 旋 
转 45" 来 确定 rux 所 在 平面 的 位 置 , 而 ra 所 在 平面 与 之 垂直 。 这 些 结果 均 表示 在 图 7-7(b) 


中 。 图 申 心 一 旦 十 呈 一 二 20 士 30 一 5(MPa) , 故 画 为 拉 应 力 ,不 过 一 般 不 要 求 计算 w 。 


【 例 7-2] 试 讨论 圆 轴 扭转 时 表面 上 一 点 处 的 应 力 状态 ,并 分 析 低 碳 钢 和 和 铸铁 圆 试 件 
受 扭 时 的 破坏 现象 。 
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(a) 
есер CD 


(с) 


С £ O 


(9) 


图 7-8 
Ж. (1) 研究 试 件 表面 任 一 点 处 的 应 力 状态 
在 试 件 表面 任 一 点 截取 单元 体 ABCD, 如 图 7-8(a) 所 示 , 单 元 体 各 面 上 的 应 力 如 图 7-8 
(b) 所 示 。 由 于 圆 轴 扭转 时 ,在 横 截面 的 边缘 点 处 切 应 力 最 大 ,其 数值 为 == М, 
元 体 各 面 上 的 应 力 为 


6 =o, = 0, ту =T 


此 单元 体 处 于 纯 剪 切 应 力 状 态 。 把 co, \ze 代 入 式 (7-4) ,得 


бала: 
Г. в, + o, Цо бу 
| 24 ( ) È +r 


Omin 
按照 主 应 力 的 记号 规则 知 
Оу = Oms = Т» Or =Q, 6; = Omin т 
故 纯 剪 切 应 力 状 态 是 二 向 应 力 状态 ,其 两 个 主 应 力 的 绝对 值 相等 ,都 等 于 切 应力 r, 但 一 为 
拉 应 力 ,一 为 压 应 力 。 
由 式 (7-3) 得 


tan2ao 一 一 — 一 一 со 
с: = 05 


所 以 
2% =— 90° sË — 270° 
в ==— 45° ЯЙ — 135% 
ЕЖА, М x ийне 45" 所 确定 的 主 平 面 上 的 主 应 力 为 сы, ЇН ао = 
一 135" 所 确定 的 主 平面 上 的 主 应 力 为 cm o 
由 式 (7-6) 和 式 (7-5) 可 分 别 求 得 极 值 切 应 力 及 其 作用 面 的 位 置 如 下 : 


Tmax 
--Ет 
Tmin 
а, = 0° sk 90° 
此 结果 表明 在 试 件 的 横 截 面 上 作用 着 最 大 切 应 力 5 ,其 数值 为 rc。 以 上 结果 均 表 示 在 
图 7-8(Cb) 中 。 
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(2) 圆 轴 扭转 时 的 破坏 现象 分 析 

实验 表明 , 低 碳 钢 试 件 扭转 时 沿 横 截 面 断 开 ( 图 7-8(c)) ,这 正 是 rw 所 在 平面 ,说 明 低 
碳 钢 试 件 扭转 破坏 是 横 截 面 上 最 大 切 应 力作 用 的 结果 ,由 于 tox оъ = т, СС A ИУ DEDI 
能 力 低 于 其 抗 拉 能 力 。 铸 铁 试 件 扭转 时 沿 着 与 轴线 约 成 45 的 螺旋 面 断 开 ( 图 7-8(d)) ,这 
正 是 cm 所 在 平面 ,说 明 铸 铁 试 件 扭转 破坏 是 最 大 拉 应 力作 用 的 结果 ,由 于 сш» = тш, = r, W 
铸铁 的 抗 拉 能 力 低 于 其 抗 剪 能 力 。 


【 例 7-3] 如 图 7-9(a) 所 示 简 支 粱 , 试 分 析 任 一 横 截 面 т-т 上 各 点 处 的 主 应 力 , 并 
进一步 分 析 全 梁 的 情况 。 


解 : (1) 截面 一 m 上 各 点 处 的 主 应 力 
在 截面 mw 一 m 上 各 点 处 的 弯曲 正 应 力 和 弯曲 切 应 (4) 


диген o= МУ с = °З р, ҮЕЖЕ, КШ 


缘 点 1、5 点 处 (图 7-9(b)), 处 于 单 向 应 力 状 态 ; 中 性 
轴 上 的 3 点 处 ,处 于 纯 剪 切 应 力 状态 ; 而 在 其 间 的 2.4 
点 处 , 则 同时 承受 弯曲 正 应 力 o 和 弯曲 切 应 力 r。 

根据 式 (7-3) 与 式 (7-4) 可 知 , 梁 内 任 一 点 处 的 主 
平面 方位 及 主 应 力 大 小 可 由 下 式 确 定 : 


tan2ao ==” 
6 
бі = 16+ М + 4т°) >O 
о, 一 0 
өз -іс- Ме +42) <0 


上 式 表明 ,在 梁 内 任 一 点 处 的 两 个 非 零 主 应 力 中 ， 
其 一 必 为 拉 应 力 , 而 另 一 个 则 必 为 压 应 力 。 

截面 m 一 m 内 各 点 的 单元 体 及 主 单元 体 如 图 7-9 
(b) 所 示 。 可 见 ,1 点 处 的 о; 方向 和 5 点 处 的 oa, 方向 都 与 梁 轴 线 平行 , 沿 截面 高 度 自 下 而 
上 ,各 点 的 主 应 力 оу 方向 由 水 平 位 置 按 顺 时 针 逐 渐变 动 到 竖 直 位 置 , 主 应 力 өз 的 方向 则 由 
竖 直 位 置 也 按 顺 时 针 渐 变 到 水 平 位 置 。 

(2) 主 应 力 迹 线 

求 出 梁 截 面 上 一 点 的 主 应 力 方向 后 ,把 其 中 一 个 主 应 力 方 向 延长 与 相 邻 横 截 面 交 于 一 
点 ,交点 的 主 应 力 方向 求 出 后 再 将 其 延长 与 下 一 个 相 邻 横 截 面 交 于 一 点 。 依 次 类 推 ,将 得 到 
一 条 折线 , 它 的 极限 是 一 条 曲线 。 这 条 曲线 上 任 一 点 的 切线 方向 即 为 该 点 的 主 应 力 方向 ,这 
种 曲线 称 为 梁 的 主 应 力 迹 线 。 经 过 梁 内 任 一 点 有 两 条 相互 垂直 的 主 应 力 迹 线 。 

承受 均 布 载荷 作用 的 简 支 梁 的 主 应 力 迹 线 如 图 7-10(a) 所 示 , 图 中 , 实 线 为 主 拉 应 力 迹 
线 , 虚 线 为 主 压 应 力 迹 线 。 

在 钢筋 混凝土 粱 中 ,主要 承 力 钢筋 均 大 致 沿 主 拉 应 力 迹 线 配 置 (图 7-10(b)), 以 使 钢筋 
承担 拉 应 力 ,从 而 提高 混凝土 梁 的 承载 能 力 。 


图 7-9 
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=Y 


(b) 


图 7-10 


7.3 二 向 应 力 状态 分 析 的 图 解法 


7.3.1 应 力 圆 方程 


由 式 (7-1) 和 式 (7-2) 可 以 看 出 ,平面 应 力 状 态 下 一 点 处 在 任 一 斜 截面 上 的 应 力 dax Ta 
均 以 2a 为 参 变 量 ,说 明 在 о, 与 re 之 间 必 存在 确定 的 函数 关系 。 从 上 两 式 中 消去 参 变量 2a 


后 , 即 得 
ota) ү ыы 0. 
(о. 2 ) Er ( 2 ) кт ‹а) 


由 于 oo 与 rw 皆 为 已 知 量 ,所 以 , 当 斜 截面 随 方位 角 w ， 
变化 时 ,其 上 的 应 力 m от. ЧЕ o-r 直角 坐标 系 中 的 轨迹 是 


一 个 圆 ,其 圆心 在 o 轴 上 ,坐标 为 (=>. о), 半径 


(Ере) + mz 所 示 , 此 加 称 为 应 力 国 或 


| [(G-G AH 


CAA 
ЖОО. Mohr) 圆 。 由 上 述 可 知 , 圆 周 上 任 一 点 的 纵 、 横 坐 

标 ,分 别 代表 单元 体 相应 截面 上 的 切 应 力 和 正 应 力 , 因 图 7и 
此 ,应 力 圆 圆 周 上 的 点 与 单元 体 的 斜 截面 有 着 一 一 对 应 


7.3.2 应 力 圆 的 作法 

现 以 如 图 7-12(a) 所 示 平 面 应 力 状 态 为 例 ,说 明 应 力 圆 的 作法 (图 中 设 a, >ө,). 

(1) 在 o-r 坐标 系 内 , 按 选 定 的 比例 尺 量 取 横 坐标 OB =s, АВ, D; 二 zt, ,得 D, 点 
(图 7-12(b))。D; 点 的 坐标 代表 单元 体 z 面 上 的 应 力 。 

(2) 以 相同 的 比例 尺 , 在 o-r 坐标 系 中 量 取 横 坐标 OB, 二 6,, 纵 坐标 BsD, = ty (注意 
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图 7-12 


ту = — т) ,得 D, 点 (图 7-12(b))。D, 点 的 坐标 代表 单元 体 y 面 上 的 应 力 。 
(3) 连接 D, D, 两 点 的 直线 与 c 轴 交 于 C 点 。 以 С 点 为 圆心 ,CD. 或 CD, 为 半径 作 圆 ， 
即 得 式 (a) 所 表示 的 应 力 圆 。 下 面 说 明 该 作法 的 正确 性 。 
OB, “ОВ, _ 
2 


ma (E o), R C DESE ЭПИ © ЖЕНИ 又 由 图 7-12(b) 知 , 圆 的 半径 为 


由 图 7-12(b) 知 ,此 圆 的 圆心 C 在 = 轴 上 , 且 OC= ES BEA Т 


Е 
CD. = /CB, +В: — 


) +807 ЕСЕСІН 
应 力 圆 的 半径 相符 合 。 所 以 按 此 法 作出 的 圆 就 是 应 力 圆 。 
7.3.3 应 力 圆 的 应 用 

1. 利用 应 力 贺 求 二 向 应 力 状态 下 单元 体 斜 截面 上 的 应 力 


车 要 求 单元 体 a 面 上 的 应 力 cu г, 时 (图 7-12(a)), 可 从 应 力 圆 上 的 半径 CD, 按 方位 角 
a 的 转向 转动 2a fü) ,得 到 半径 CE, 则 圆周 上 已 点 的 坐标 就 是 要 求 的 cs 、zt。。 现 证 明 如 下 : 
图 7-12(b) 中 , 设 CD, 与 横 轴 的 夹 角 为 2ao W E 的 横 坐 标 为 
ОЕ = OC + CF = OC + СЕсоз(2а + 2а) 
= 0C 十 СЕ соѕ?а, соѕ2а — СЕѕіп?а, sin2a 
十 «СР, соѕ?ау )соѕ2а 一 «СР, sin2ao Әвіп2а 
+ СВ соѕ?а — B, D, ѕіп?а 


в. + ë; 6: — 6. Р 
= 2 = F = 2 “сов2а — txy sin2a 


= o, 
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按 类 似 方法 可 证 明 巨 点 的 纵 坐 标 为 
ЕЕ =% > sin2a 十 rw cos2a = т. 


从 以 上 作 图 及 证 明 可 以 看 出 ,应力 贺 上 的 点 与 单元 体 上 的 面 之 间 有 以 下 对 应 关系 : 

(1) 点 面 对 应 ”应 力 圆 圆周 上 一 点 的 横 、 纵 坐标 , 必 对 应 于 单元 体 上 某 一 截面 的 正 应 力 
和 切 应 力 。 

(2) 转向 一 致 ,转角 两 倍 ”应 力 圆 圆周 上 
任意 两 点 A、B, 之 间 的 圆 弧 所 对 的 圆心 角 28 
是 单元 体 上 两 个 相应 截面 A 与 B 的 外 法 线 间 
所 夹 角度 B 的 2 倍 , 且 两 点 间 的 走向 与 相应 截 
面 外 法 线 间 的 转向 相同 ,如 图 7-13 所 示 。 因 
此 ,与 两 相互 垂直 截面 相对 应 的 点 , 必 位 于 应 


力 圆 上 同一 直径 的 两 端 。 例 如 在 图 7-12(b) @ ® 
中 ,与 x 截面 对 应 的 点 D; 以 及 与 y 截面 对 应 的 图 7-13 


点 D, ,即位 于 同一 直径 的 两 端 。 
2. 利用 应 力 圆 确定 平面 应 力 状态 下 的 主 应 力 大 小 和 主 平面 方位 


由 图 7-12(b) 可 见 ,平面 应 力 状 态 的 应 力 圆 与 横 轴 有 两 个 交点 Al、A: 。 此 两 点 的 纵 坐 
标 为 零 ,而 横 坐 标 则 分 别 为 应 力 圆 圆 周 上 各 点 横 坐 标 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 因 此 ,这 两 点 的 
横 坐 标 即 代表 主 平面 上 的 主 应 力 。 按 照 主 应 力 的 顺序 规定 有 


Ë= === === = 2 
ж = вы = OA, = OC +CA, = 20 + (ааа) += 


= == = = 2 
аз = ды = ОА; --ОС-СА; ы (% 2) += 


单元 体 的 x 面 上 没有 任何 应 力 , 也 是 一 个 主 平面 , 故 os 二 0。 

主 平面 的 方位 也 可 从 应 力 圆 上 确定 。 在 应 力 圆 上 ,由 了 .点 (与 单元 体 上 的 z 面 对 应 ) 到 
Ai 点 所 对 圆心 角 为 顺 时 针 的 2ao ,在 单元 体 上 ,从 工 轴 也 顺 时 针 转 ao ,这 就 确定 了 oa, 所 在 主 
平面 的 法 线 方向 和 a( 图 7-12(c))。 在 应 力 圆 上 ,由 А, Ж] A: 所 对 圆心 角 为 180", 则 在 单元 体 
上 ,oa 和 os 所 在 主 平面 的 法 线 wy 和 ns 之 间 的 夹 角 为 90" ,说明 两 个 主 平面 是 互相 垂直 的 。 
在 图 7-12(c) 中 画 出 了 主 单元 体 。 

由 图 7-12(b) 可 以 看 出 


__ Bb. _ 27 
tan2ao =— т 
СВ, 6, — 6 

再 次 得 到 了 式 (7-3)。 式 中 的 负 号 是 根据 a 角 的 正 负 规定 ,由 х ИР оз 所 在 面 为 顺 时 针 方 


向 转动 了 ao ,此 角 为 负 值 , 故 应 加 负 号 。 


3. 利用 应 力 圆 确定 平面 应 力 状 态 下 的 极 值 切 应 力 及 其 所 在 平面 的 方位 


在 图 7-12 (b) 中 ,应 力 圆 上 G; 和 G* 两 点 的 纵 坐 标 分 别 是 最 大 和 最 小 值 ,分 别 代表 最 大 
和 最 小 切 应 力 。 因 为 CO 和 CG: 都 是 应 力 圆 的 半径 , 故 有 
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Tmin = СС, CD; ü 2 °) r 


这 就 是 公式 (7-6)。 又 因为 应 力 圆 的 半径 也 等 于 2 == , 故 又 可 写 为 


те) L ОА: — QA, _ | gw — um 
ё ш 2 2 


G, 、G* 两 点 的 横 坐 标 相同 , 均 为 
= OC =® = 

显然 ,与 G, .G, 两 点 相对 应 тиканың 而 且 与 主 平面 成 45" 角 (图 7-12(d))。 
在 应 力 圆 上 ,由 A; 到 G 所 对 圆心 角 为 着 时 针 的 90" ,在 单元 体 上 ,由 m 所 在 主 平面 的 法 线 到 
rmsx 所 在 平面 的 法 线 应 为 道 时 针 的 45° 

由 以 上 分 析 可 见 ， 解析 法 的 公式 (7- 1) 一 (7-7) 都 可 通过 应 力 圆 得 到 ,但 是 应 力 圆 对 单 
元 体 上 各 种 应 力 特 征 的 形象 描述 比 解析 法 更 为 深刻 ,也 便于 记忆 公式 。 在 实际 应 用 中 ,并 不 
一 定 把 应 力 圆 视 为 纯粹 的 图 解法 ,可 以 利用 应 力 圆 来 理解 有 关 一 点 处 应 力 状 态 的 一 些 特 征 ， 
或 从 图 上 的 几何 关系 来 分 析 一 点 处 的 应 力 状 态 , 它 是 进行 应 力 状 态 分 析 的 有 力 工 具 。 


【 例 7-4] 对 于 图 7-14(a) 所 示 的 单元 体 , 若 要 求 垂 直 于 纸 面 的 平面 内 最 大 切 应 力 rw 
<85МРа, 2 т, 的 取 值 范围 。( 图 中 应 力 单位 : MPa) 


(а) 


图 7-4 


解 : 因为 o, 为 负 值 , 故 图 7-14(a) 所 示 的 单元 体 对 应 的 应 力 圆 如 图 7-14(b) 所 示 。 
根据 图 中 的 几何 关系 ,不 难得 到 


村 
2 
Hi o, =100MPa,o, = —50MPa , Tmax <85MPa 代入 上 式 后 ,根据 题 意 得 到 
тї, < [8° = (100 = ый 


由 此 解 得 
Tay < 40MPa 
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【 例 7-5] 过 一 点 两 个 截面 的 应 力 如 图 7-15(a) 所 示 。 已 知 о, = 52. ЗМРа, rs = 
一 18. 6МРа,о, =20МРа, т, = —10MPa, WWR: (1) 该 点 的 主 应 力 和 主 平面 ; (2) 两 截面 
DESEA 


图 7-15 


解 : (1) 作 应 力 圆 , 求 圆心 和 半径 
确定 一 个 圆 需要 三 个 点 ,但 应 力 圆 的 圆心 在 横 轴 上 ,所 以 已 知 单元 体 两 个 面 上 的 应 力 一 
般 即 可 画 出 应 力 圆 。 在 o-r 坐标 平面 内 , 按 选 定 的 比例 尺 由 坐标 (cx = 52. 3MPa, Tay = 
— 18. 6MPa) FII Co, =20 ‚г, = —10МРа) SAAME р, Жр, 点 。D; Уур, ERM PER , X о 
AIF CA. U C 点 为 圆心 ,CD,( 或 CD. ) 为 半径 画 应 力 圆 如 图 7-15(b) 所 示 。 由 图 中 几何 
关系 
R? = (OC 一 20): + 10? = (52.3 — ОС)? + 18. 62 


解 得 圆心 坐标 
OC = 40MPa 
半径 
R= V(52.3— OC)’ + 18. 6° 
= W(52.3 一 40)5 十 18. 62 
= 22.3(MPa) 
(2) 求 主 应 力 和 主 平面 
由 图 7-15(b) 中 的 三 角 关 系 得 


Мр, _ 18.6 _ 
CM 52.3—4 ` ко 


tan2a = 


解 得 
а, = 28. 3° 
由 图 7-15(b) 可 得 主 应力 为 
а = OC +R = 40 + 22.3 = 62. 3(MPa) 
o = OC —R = 40— 22.3 = 17. 7(MPa), в, = 0 
(3) 求 两 截面 的 夹 角 
由 图 7-15(b) 中 的 三 角 关 系 得 


sin28 = 


ND. _ 10 _ 
R 223 0.4484 
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В = 13.3° 
За + 28+ Зао = 180° 


а = 48.4° 
С 7-6] 讨论 几 种 二 向 应 力 状态 的 特例 。 
D 单 向 应 力 状 态 
以 轴 向 拉 伸 (图 7-16(a) ) 为 例 , 从 受 拉 直 杆 中 任 一 点 A 处 截取 单元 体 如 图 7-16(b) 所 
示 。 单 向 应 力 状 态 可 以 看 作 是 二 向 应 力 状态 的 特殊 情况 。o =0,0, =0,т„, =0, 13 (7-1) 
和 式 (7-2) 得 任意 斜 截面 上 的 应 力 


с, = та + cos2a) = в costa 


т. = -уэїп2а 


以 上 两 式 与 第 2 章 式 (2-2)、 式 (2-3) 相 同 。 


人 


图 7-16 
若 用 应 力 圆 求解 ,在 o-r 坐标 平面 内 , 取 OA 二 6o, 二 o, 以 OA 为 直径 作 圆 ,得 应 力 圆 如 
图 7-16(c) 所 示 。 
无 论 从 解析 式 ,还 是 从 应 力 圆 都 可 得 到 
бі 一 ao 一 0，o 王 0 


而 rw 一 了 ,rm 一 一 全 ,分 别 发 生 在 与 横 截 面 夹 角 为 十 45"、 一 45" 的 斜 截面 上 ,此 两 截面 上 的 
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正 应 力 相同 , 即 са =. 


对 于 单 向 压缩 应 力 状 态 (图 7-16(d)) 可 进行 类 似 分 析 ,其 应 力 圆 如 图 7-16(e) 所 示 。 

由 上 可 见 ,对 于 单 向 应 力 状态 ,应 力 圆 总 与 = 轴 相 切 。 单 向 拉 伸 时 ,应 力 圆 在 z 轴 右 侧 
与 + 轴 相 切 ; 单 向 压缩 时 ,应 力 圆 在 zt 轴 左 侧 并 与 + 轴 相 切 。 

(2) 纯 剪 切 应 力 状态 

圆 轴 受 扭 时 (图 7-17(a)), 轴 内 各 点 均 处 于 纯 剪 切 应 力 状态 。 从 表面 上 任 一 点 A 取出 
的 单元 体 如 图 7-17(b) 所 示 , 其 对 应 的 应 力 圆 如 图 7-17(c) 所 示 。 由 D, 点 顺 时 针 转 90" 到 
Ai 点 ,所 以 单元 体 上 由 > 轴 顺 时 针 转 45" 得 о, 所 在 主 平面 的 法 线 方向 。 于 是 得 三 个 主 应 
力 为 


б=т, 0; = 0, as 一 一 7 


主 平 面 方位 wo 一 一 45", 主 单元 体 如 图 7-17(b) 所 示 。 


图 7-17 


(3) 一 种 常见 的 二 向 应 力 状 态 

在 横 力 弯 曲 及 后 面 要 讨论 的 弯 扭 组 合 变形 中 ,经 常会 遇 到 图 7-18(a) 所 示 的 应 力 状 态 ， 
其 a,=o,t, 二 Tt,0, 二 0, 相 应 的 应 力 圆 如 图 7-18Cb) 所 示 。 单 元 体 前 、 后 面 上 没有 任何 应 力 ， 
故 有 一 个 主 应 力 等 于 零 。 另 外 两 个 主 应 力 为 


上 式 中 ,由 于 (=) += 总 是 大 于 多, 故 ows<0, 于 是 三 个 主 应 力 为 


a= t (6) +, oz = 0, аз-%- (2) += 
主 平面 方位 由 下 式 确定 ， 


tan2ao = 一 一 


由 此 可 确定 主 平 面 位 置 , 绘 出 主 单元 体 如 图 7-18(a) 所 示 。 
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图 7-18 
7.4 三 向 应 力 状态 的 最 大 应 力 


前 面 讨论 了 二 向 应 力 状态 下 的 应 力 分 析 , 这 一 节 对 三 向 应 力 状态 作 一 简单 介绍 ,目的 在 
于 求 一 点 的 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 ,为 复杂 应 力 状态 下 的 强度 计算 问题 提供 理论 依据 。 
7.4.1 三 向 应 力 圆 

从 受 力 构件 内 某 点 处 取出 一 个 主 单元 体 ,其 主 应 力 m .as зд 均 为 已 知 (图 7-19(a))。 


图 7-19 


首先 分 析 与 主 应 力 оз 平行 的 斜 截面 上 的 应 力 。 不 难看 出 (图 7-19(b)) ,该 截面 上 的 应 
力 与 os 无 关 , 而 仅 与 m Жог 有 关 。 于 是 这 类 斜 截面 上 的 应 力 可 由 mm ЖП ог 作出 的 应 力 圆 上 
相应 点 的 坐标 来 表示 (图 7-19(c))。 同 理 , 在 与 主 应 力 0» (或 m ) 平 行 的 各 斜 截面 上 的 应 力 ， 
则 可 由 от 和 os (或 和 m) 作 出 的 应 力 圆 上 相应 点 的 坐标 来 表示 。 

进一步 的 研究 表明 ,表示 与 三 个 主 应 力 都 不 平行 的 任意 斜 截面 (图 7-19(a) 中 的 apc 面 ) 
上 的 应 力 c 和 r 的 点 , 必 位 于 上 述 三 个 应 力 圆 所 围 成 的 阴影 范围 以 内 (图 7-19(c))。 

由 此 可 见 , 在 o-r 坐标 平面 内 ,对 应 于 受 力 构件 内 一 点 所 有 截面 上 的 应 力 情 况 的 点 ,或 
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位 于 应 力 圆 圆周 上 ,或 位 于 三 个 应 力 圆 所 围 成 的 阴影 范围 内 。 也 就 是 说 ,一 点 处 的 应 力 状态 
可 以 用 иена, 


7.4.2 最 大 应 力 
由 以 上 分 析 可 知 ,在 图 7-19(a) 所 示 的 应 力 状态 下 ,一 点 处 所 有 截面 上 的 最 大 正 应 力 和 


最 大 切 应 力 所 在 截面 必然 与 最 大 应 力 圆 上 的 点 对 应 ,也 即 Omax zx 都 发 生 在 与 о) 平行 的 这 


组 截面 内 。 该 点 处 的 最 大 正 应 力 为 
Omax 一 бі (7-8) 


而 最 大 切 应 力 为 


= 本 一 本 Ж 
Tax = — (7-9) 


最 大 切 应 力 所 在 截面 与 o, 平行 ,与 mc Io, 所 在 的 主 平面 各 成 45 角 。 


【 例 7-7] 受 力 构件 中 某 点 的 单元 体 如 图 7-20(a) 所 示 , 试 求 该 点 的 主 应 力 及 最 大 切 
应 力 (应 力 单位 为 MPa) 。 


т 


2, (-20,40) 


Р, (0—40) 


(а) (b) 


图 7-20 


解 : 该 单元 体 有 一 个 已 知 的 主 应 力 o. 二 60MPa, 这 是 已 知 一 个 主 平面 和 主 应 力 的 三 向 
应 力 状 态 问题 。 处 理 这 种 问题 时 ,可 先 求 平行 于 已 知 主 应 力 方向 的 那 组 截面 中 的 主 应 力 ,也 
即 相 当 于 求 图 7-20(b) 所 示 二 向 应 力 状态 的 主 应 力 。 夯 出 相应 的 应 力 圆 (图 7-20(c)), 从 应 
力 圆 上 量 得 两 个 主 应 力 分 别 为 31MPa 和 一 51MPa。 根 据 主 应 力 的 排序 规则 ,得 三 个 主 应 
力 为 
o, = 60МРа, б; = 31МРа б; =—51MPa 
最 大 切 应 力 为 


Ж б) — 03 60 — (— 51) 
аш 2 2 


55.5(MPa) 


7.5 平面 应 变 状 态 分 析 


用 理论 分 析 的 方法 计算 应 力 并 不 是 对 所 有 问题 都 能 奏效 ,工程 中 常 采用 实验 方法 , 即 先 
用 应 变 仪 测量 出 构件 表面 某 点 处 的 应 变 , 然 后 利用 应 力 与 应 变 间 的 关系 来 求 应 力 。 为 此 , 首 
先 要 研究 一 点 处 的 应 变 状态 , 即 一 点 处 在 各 个 不 同方 向 的 应 变 情 况 。 若 构件 内 某 点 处 的 应 
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变 都 发 生 在 同一 平面 内 时 , 则 称 该 点 处 于 平面 应 变 状态 。 本 节 只 研究 平面 应 变 状态 。 

一 点 处 平面 应 变 状态 的 研究 方法 和 平面 应 力 状态 相仿 ,也 要 通过 单元 体 来 进行 。 设 构 
件 内 任 一 点 O 沿 z 和 y 方向 的 线 应 变 分 别 用 sx е, 表示 ,直角 二 zOy 的 改变 ( 切 应 变 ) 用 Vay 
表示 。 规 定 : 线 应 变 以 拉 伸 为 正 ,压缩 为 负 ; 切 应 变 以 使 直角 增 大 者 为 正 ; 方位 角 a 以 逆 时 
针 转 向 者 为 正 。 于 是 ,图 7-21 所 示 的 线 应 变 和 切 应 变 均 为 正 。 


7.5.1 任意 方向 的 应 变 


如 图 7-22 所 示 , 在 «Оу 坐标 系 内 任 取 一 单元 体 。 设 线段 OA 与 OC 的 线 应 变 分 别 为 ex 
Бе, НЯ AOC 的 切 应 变 为 7,, ,现在 研究 与 z 轴 成 a 角 的 线段 OB 的 线 应 变 s。 以 及 处 于 
该 方位 的 直角 BOD 的 切 应 变 y。。 

首先 研究 线 应 变 es: 。 

图 7-23 中 分 别 画 出 了 в, в, 和 7 对 线段 OB 的 长 度 
变化 和 方位 变化 的 影响 。 

由 于 变形 ‚НР OABC W x ЖП y ІШ АНК ede 
和 eydy (图 7-23 Ca), (b)), # E f ХАОС F Ху, 
(图 7-23(c))。 这 三 种 变形 均 使 线段 OB 的 长 度 发 生 改 
变 。 在 小 变形 的 条 件 下 ,其 值 分 别 为 sdzcosa \eydysina № 


— Уу dycosa , 
设 线段 OB 的 原 长 为 dl, 由 上 述 分 析 , 并 根据 释 加 原 
理 知 ,该 线段 的 伸 长 应 为 
A(dl) = sxdzcosa 十 sydysina — Y, dycosa 
所 以 其 线 应 变 为 
е; зып Есова i 十 sysina бу Yzy cosa Чу 
考虑 到 
dx = Фсоѕа, dy = dlsina 
于 是 有 


=, = =, сова 十 sy sin°a 一 yu ѕіпасоѕа 


或 


е. Бе, | E 
2 


= | > E сода Yay sin2a (7-10) 
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ErdycosC 


E&dxcosæ 
В ую 


24 Exdxsing #ydysinz 


图 7-23 


式 (7-10) 即 为 计算 任意 方向 线 应 变 的 解析 式 。 

下 面 研究 切 应 变  。 

如 前 所 述 ,y, 代表 直角 二 BOD 的 改变 量 ( 图 7-22)。 变 形 时 ,车 线段 OB 的 转角 为 pas 
线段 OD 的 转角 为 ра ,显然 ,直角 BOD 的 改变 量 即 切 应 变 y, 应 为 


У. = Фо — Pa (а) 
由 图 7-23(a) 可 见 , 应 变 6, 使 线段 OB 沿 顺 时 针 方 向 转动 ,其 值 为 
я. = s qasin =— =, ѕіпасоѕа 


同 理 , 由 图 7-23(b) 及 图 7-23(c) 可 以 求 得 应 变 е, 与 7 引起 的 线段 OB 发 生 的 转角 分 别 为 


Ж = €,sinacosa 
dl М 


g= Zadysing = Yy sin'a 


将 上 述 结果 进行 倒 加 ,得 线段 0B 的 总 转角 为 
Фф = gat Z+ Фи = (Е, — в, )ѕіпасоѕа + Yay sinza (b) 
将 上 式 中 的 ec 用 xc 十 90" 代 替 , 便 得 到 线段 OD 的 转角 为 
Фази = (є, 一 sy )cosasina + Yzy cosza (c) 
将 式 (b) 和 式 (c) 代 入 式 (a), 便 可 得 直角 和 BOD 的 改变 量 , 即 y, 为 
7. = 2(e, 一 sy)sinacosa + Yzy (соз?а — sin?a) 
或 


Re = 


2 2 
ЖИА, в, в, 和 Ys 已 知 时 ,利用 式 (7-10) 和 式 (7-11), 即 可 求 得 该 平面 内 任意 方向 的 
线 应 变 和 切 应 变 。 


sin2a + Za соз2а (1-19 
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7.5.2 应 变 圆 


比较 平面 应 变 状态 分 析 结 果 ( 式 (7-10) 和 
式 (7-11)) 和 平面 应 力 状 态 分 析 结 果 ( 式 (7-1) 和 
式 (7-2)) 可 以 看 出 ,二 者 具有 完全 相同 的 形式 。 


在 这 两 组 公式 中 ,es 和 站 分 别 与 co 和 zs 


相对 应 ,而 e。 及 容 则 分 别 与 5。 Ж г, 相对 应 。 所 


以 ,可 仿照 应 力 圆 ， 在 e- 闻 坐标 平面 内 面 出 应 变 


圆 如 图 7-24 所 示 , 用 以 求 得 有 关 应 变 状态 分 析 
的 许多 结论 。 应 变 圆 的 作 图 方法 及 其 分 析 和 结 
论 同 应 力 圆 的 完全 对 应 ,不 再 闭 述 。 图 7-24 


7.5.3 主 应 变 及 其 方位 


应 变 圆 (图 7-24) 中 可 以 看 出 ,A, 和 А, 两 点 的 横 坐 标 分 别 为 最 大 和 最 小 值 , 而 其 纵 
eileen 上 相应 的 切 应 变 为 零 这 种 线 应 变 称 为 主 应 
变 。 由 于 А, ЖА, 点 位 于 同一 直径 的 两 端 ,因此 主 应 变 位 于 互相 垂直 的 方位 上 。 主 应 变 的 
数值 为 


a< — 4. == 2 2 
а = em = ОС + СА, = = + (E) + (2) 


2 
(7-12) 
е; ==. Ж = £ 2 
в = sa = OC — CA, = © (% 24) + (=) 
主 应 变 的 方位 由 下 式 确 定 : 
алт =— EE =— У _ (7-13) 
CF Er — Ey 


对 于 各 向 同性 材料 ,在 线 弹性 、 小 变形 情况 下 ,一 点 的 主 应 力 方向 与 主 应 变 方向 是 一 
致 的 。 

应 变 圆 上 G 点 的 纵 坐 标 最 大 ,由 此 推 知 ,在 与 主 应 变 成 45° 的 方向 上 ,产生 最 大 切 应 变 ， 
其 值 为 


жы = Ее, чи 
应 当 指出 ,上 述 应 变 分 析 是 建立 在 几何 关系 的 基础 上 ,因此 ,所 得 各 结论 适合 于 任何 小 


变形 问题 ,而 与 er 


7.5.4 由 一 点 处 三 个 方向 的 线 应 变 求 主 应 变 


由 式 (7-12)` 式 (7-13) 可 知 ,要 求 一 点 处 的 主 应 变 及 其 方向 ,应 首先 求 得 该 点 处 的 三 个 应 
ЖӘНЕ е, ке, ЖУ. 。 用 电阻 应 变 仪 测 线 应 变 比 较 简单 ,而 切 应 变 则 不 容易 测量 。 因 此 ,在 应 
变 实测 时 ,一 般 先 测 出 一 点 处 在 三 个 选 定 方向 wm аг 、as 上 的 线 应 变 es 、s。, є, (图 7-25). 
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然后 再 由 任意 方向 的 线 应 变 公式 (7-10) 得 出 以 下 三 式 : 


ғ, Ez 7 =, E 7 Ey соз2а1 7» sina 

=, == >= Es рё т Es сонда; zz Sinus (7-15) 
2 5 Pe; МЕ. =Ë, >: 

є, 十 一 7 > cos2as 2 віп2аҙ 


°з 2 

在 以 上 三 式 中 ,es vea, 和 ,已 直接 测 出 ,为 已 知 量 , 解 此 方程 组 ,可 求 得 该 点 处 的 6, ve， 
和 Ys, 然后 由 式 (7-12) 和 式 (7-13) 即 可 求 出 主 应 变 的 大 小 和 方向 。 实 际 测量 时 ,可 把 wm 、 
аз хаз 取 为 便于 计算 的 数值 。 例 如 ,将 三 个 应 变 片 的 方向 分 别 选 为 а, 一 0",o 一 45",as =90°, 
得 到 图 7-26 所 示 的 直角 应 变 花 。 将 a 二 0°,as 二 45°,as 二 90" 代 入 式 (7-15), 有 


E0 = Ers Es (е, Не, — Ул), Ew = Ey 


图 7-25 图 7-26 


于 是 可 解 得 
Ysy = so 十 seo — 2645" 


将 求 得 的 ee, 和 ys 代入 式 (7-12) 和 式 (7-13), 即 可 求 得 一 点 处 的 主 应 变 及 其 方向 ， 


є 
m=) ev Hew | М2 
ой 2 Е 2 i 


Emin 


е-е + Cess — Evo 2 (7-16) 


tan2a = фа ы өе (7-17) 
0” 90° 


求 出 主 应 变 后 , 即 可 根据 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 求 得 主 应 力 。 


7.6 广义 胡 克 定律 


在 讨论 单 向 拉 伸 或 单 向 压缩 时 ,根据 实验 结果 , 曾 得 到 线 弹性 范围 内 应 力 与 应 变 的 关 
系 为 


s=E 或 = Z= (a) 


这 就 是 胡 克 定律 。 此 外 , 轴 向 的 变形 还 将 引起 横向 尺寸 的 变化 ,横向 应 变 e 可 表示 为 


є --ар (b) 
在 纯 剪 切 的 情况 下 ,实验 结果 表明 , 当 切 应 力 不 超 过 剪 切 比例 极限 时 , 切 应 力 和 切 应 变 之 间 
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的 关系 服从 剪 切 胡 克 定律 。 


т= Су, 或 Ут Се? 


下 面 进一步 研究 复杂 应 力 状态 下 的 应 力 和 应 变 的 关系 一 一 广义 胡 克 定律 。 
7.6.1 广义 胡 克 定律 


从 受 力 构件 中 取出 的 主 单元 体 如 图 7-27 所 示 ,其 三 对 主 平面 上 的 主 应力 分 别 为 mn д 

。 在 线 弹 性 、 小 变性 条 件 下 ,可 以 将 这 个 三 向 应 力 状 态 看 成 是 由 三 个 单 向 应 力 状态 释 加 而 
в. 只 要 分 别 求 出 这 КЕ NTA Ж л ë Jl Ж. п 4] 
三 向 应 力 状态 下 沿 三 


У. 


\E2 хЕзе 


2-2. 


图 7-27 


当 单 元 体 只 受 m 作用 时 , 沿 三 个 主 应 力 方向 的 线 应 变 分 别 为 


$ бі , бі , бі 
= © “кож ёт 
同 理 , 当 单元 体 分 别 只 受 o, 和 о; 作用 时 , 沿 三 个 主 应 力 方向 的 线 应 变 分 别 为 
” ГА ” б? ” б? 
ғ Е’ SSE в РЕ 
” оз ” 63 m 03 
El И’ Е? LE S= Е 


三 个 主 应 力 共 同 作用 时 , 沿 三 个 方向 的 主 应 变 可 运用 县 加 原理 求 得 , 即 


& = Hio — ploa + os) ] 

е = Hio 一 pos 十 om)] (7-18) 
E 

=. = Вы 一 po Боз) ] 

3 E” y 2 


上 式 称 为 广义 胡 克 定律 。 式 中 的 主 应 力 m ог оз 取代 数 
值 , 求 得 的 主 应变 也 为 代数 值 。 结 果 为 正 , 表 示 伸 长 ,为 拉 
应 变 ; 反之 表示 缩短 ,为 压 应 变 。 

与 主 应 力 情况 类 似 , 各 主 应 变 之 间 的 关系 为 & Z=, Z 
es ,表明 单元 体 沿 所 有 方向 的 线 应变 中 ,最 大 值 为 沿 a 方向 
的 线 应 变 e , 即 


Emax — El 


当 单元 体 各 面 上 既 有 正 应 力 , 又 有 切 应 力作 用 ( 见 图 7-28) 图 7-28 
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时 ,可 以 看 作 是 三 组 单 向 应 力 和 三 组 纯 剪 切 的 组 合 ,单元 体 将 同时 产生 线 应 变 和 切 应 变 。 由 
弹性 理论 可 以 证 明 : 对 于 各 向 同性 材料 , 当 变形 很 小 且 在 线 弹 性 范围 时 , 线 应 变 只 与 正 应 力 
有 关 ,与 切 应 力 无 关 ; 切 应 变 只 与 切 应 力 有 关 :, 而 与 正 应 力 无 关 。 于 是 ,分 别 研究 这 两 类 关 
系 ,并 利用 (a)、(b)、(c) 三 式 , 得 到 广义 胡 克 定律 的 一 般 表 达 式 为 


1 
=; 一 ЕС" = иба, Нв.)] 


Ey 一 Ho, — и(б. +0,)] 


1 
e = ЕЇс. — plo, +0,)] 


y> = у, =, = 


с с 


Ты 


G 


在 平面 应 力 状 态 下 , 设 o =0 ty =0›г„ 二 0, 则 式 (7-19) 变 为 


1 
ez = ғ -о,) 
1 
=, = Е“ Oz) 
E, =— (а, + o,) 


7.6.2 体积 应 变 


(7-19) 


(7-20) 


构件 受 力 变形 后 ,其 体积 通常 会 发 生变 化 。 单 位 体积 的 体积 变化 称 为 体积 应 变 。 设 
图 7-29 中 单元 体 各 棱 边 的 长 度 分 别 为 dz、dy 和 d=。 变 形 前 单元 


体 的 体积 为 
V, = dzdydz 
变形 后 各 棱 边 分 别 变 为 
dr 十 edz 王 (1 十 e)dz 
ау + еду = (1 十 se)dy 
dz 十 esdz 一 (1 十 es)dz 
于 是 变形 后 的 体积 为 


оу 


V, = dredydz (1 +) Q +) (1 в) 


展开 上 式 ,并 略 去 高 阶 征 量 ,得 


V, = іхауах(1 +8, +€: +=) 


故 体积 应 变 为 
У, = У 


0 = у, 


将 式 (7-18) 代 入 上 式 ,化 简 后 可 得 


g= 1o +o: + аз) 


= а +e +E 


图 7-29 
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(7-21) 


(7-22) 
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引入 记号 
K= a Om = Loo +o: + os ) 
则 式 (7-22) 变 为 
9-34-20 ++ _ в 
E 3 K 
式 中 ,K 称 为 体积 弹性 模 量 ; о, 是 三 个 主 应 力 的 平均 值 , 称 为 平均 应 力 。 由 式 (7-23) 可 以 
看 出 ,单元 体 的 体积 应 变 0 只 与 三 个 主 应 力 之 和 有 关 ,而 与 三 个 主 应 力 之 间 的 比例 无 关 。 
对 于 平面 纯 剪 切 应 力 状 态 ,m гоо 一 0,o 一 一 rz, 主 应 力 之 和 为 零 , 故 体积 应 变 0 等 于 
零 ,没有 体积 改变 , 即 在 小 变形 条 件 下 , 切 应 力 不 引 起 各 向 同性 材料 的 体积 改变 。 因 此 ,在 图 
7-28 所 示 的 一 般 空间 应 力 状态 下 ,体积 应 变 只 与 三 个 线 应 变 ss ,sy e 有 关 。 于 是 ,可 类 似 
可 推出 


(7-23) 


0- H Ele, +0, +0.) (7-24) 

即 , 在 任意 形式 的 应 力 状 态 下 ,各 向 同性 材料 内 一 点 处 的 体积 应 变 与 切 应 力 无 关 , 与 通过 该 
点 的 任意 三 个 相互 垂直 平面 上 的 正 应 力 之 和 成 正比 。 

【 例 7-8] 边 长 为 4 二 10mm 的 钢 质 立方 体 无 间隙 地 放 入 宽 、 深 均 为 10mm 的 槽 形 刚 


体内 ,如 图 7-30(a) 所 示 。 若 立方 体 顶 面 承受 压力 二 15kN, 试 求 钢 质 立方 体 的 主 应 力 和 
主 应 变 。 已 知 钢 的 弹性 模 量 EE 二 200GPa, 泊 松 比 y 二 0. 3。 


图 7-30 


解 : 钢 质 立方 体 在 压力 下 作用 下 ,y 面 上 受到 的 压 应 力 为 
F F 15 Х 105 
7 А а? 10 х 10 X 10% 
因为 钢 质 立方 体 在 x 方向 无 任何 约束 ,所 以 沿 x 方向 可 以 自由 伸 长 , 故 o. 二 0。 另外 , 沿 
工 方向 变形 受阻 ,同时 引起 侧 向 压 应 力 о, (图 7-30(b))。 因 此 有 变形 条 件 : 
1 


=; = 天 [cz — (o, +д.)]=0 


150 X 10° (Ра) =— 150(MPa) 


所 以 


az = роу = 0.3 X (— 150) 45(MPa) 
故 钢 质 立方 体 的 三 个 主 应 力 为 

бі = 0, о; =— 45МРа, оз =— 150МРа 
沿 主 应 力 方向 的 主 应 变 为 
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є = є, = к = ибо + оз) ] 
55КЕ? 0.3(— 45 X 10° — 150 X 10°)] 
= 292.5 X 10- 


1 
єз 一 ez = Ее” 一 pz(os +а)] = 0 
1 


єз = s, = plo 一 wo + 0)] 
1 
(一 150 X 105) — 0. 300 
200 хто 150 X 
=— 682. 5 x 10° 


【 例 7-9] 试 证 明 各 向 同性 材料 的 三 个 弹性 常数 之 间 有 下 列 关系 : 


E 


ЕЕ 


(а) 


图 7-31 


解 : 取 图 7-31(a) 所 示 纯 剪 切 应 力 状态 单元 体 。 在 切 应 力 + 作用 下 ,其 应 变 为 


Bx = g, = 0, = 
由 式 (7-10) 得 单元 体 在 45 方向 的 线 应 变 为 
Pe 
ыш 22-26 


(a) 


根据 应 力 状态 分 析 知 ,在 一 45" 和 45 "方向 分 别 产 生 主 应 力 m = т Я дз = — т, ШГ, =0, 


所 以 由 广义 胡 克 定律 可 知 


E45° єз о, нсі) чы 
比较 式 (a) 与 式 (b) ,得 
_ Е 
СЕ 21+) 


7.7 复杂 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 


单 向 应 力 状 态 下 , 当 应 力 о 和 应 变 e 成 线性 关系 时 ,弹性 体 的 应 变 能 密度 为 


_ 1 а? Ее 
ve = -ZIE 


2° 2E 2 


(b) 


(a) 
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在 复杂 应 力 状 态 下 ,弹性 体 的 应 变 能 在 数值 上 仍 等 于 外 力 所 做 的 功 , 且 应 变 能 的 大 小 只 
取决 于 外 力 的 最 终 数值 ,而 与 加 力 顺 序 无 关 。 为 便于 分 析 ,假设 三 个 主 应 力 按 相 同 的 比例 由 
零 开始 增加 到 最 终 值 ,在 线 弹 性 情况 下 ,每 一 个 主 应 力 与 相应 的 主 应 变 之 间 仍 保持 线性 关 
系 , 因 而 与 每 一 主 应 力 相 应 的 应 变 能 密度 仍 可 按 式 (a) 计 算 。 于 是 三 向 应 力 状态 下 的 应 变 能 
密度 为 


ve = тле + ле + ле (b) 
将 广义 胡 克 定律 式 (7-18) 代 入 上 式 , 整 理 后 得 
= ВЕС +o + ol — 2и(ола» + огоз + дзо\)] (7-25) 


在 一 般 情 况 下 ,单元 体 的 变形 一 方面 表现 为 体积 的 改变 , 另 一 方面 表现 为 形状 的 改变 ， 
即 由 正方 体 变 为 长 方 体 。 因 此 ,应 变 能 密度 о, 也 被 认为 是 由 两 部 分 组 成 : @ 因 体积 改变 而 
储存 的 应 变 能 密度 wv 。 体 积 变化 是 指 单元 体 的 棱 边 变形 相等 ,变形 后 仍 为 正方 体 , 只 是 体 
积 发 生变 化 的 情况 。zwv 称 为 体积 改变 能 密度 。@ 体 积 不 变 , 但 由 正方 体 改变 为 长 方 体 而 储 
存 的 应 变 能 密度 vao va 称 为 畸变 能 密度 。 由 此 

0, = uv + ua (с) 
下 面 计算 vy 和 wm。 
将 图 7-32(a) 所 示 的 主 单元 体 分 解 为 图 7-32(b)、(c) 所 示 两 种 单元 体 的 全 加 。 


om Je +03+03) 


图 7-32 


在 图 7-32(b) 中 ,单元 体 各 面 上 的 应 力 均 为 平均 应 力 , 故 单元 体 的 形状 不 变 , 仅 发 生体 
积 改变 ,上 且 其 三 个 主 应 力 之 和 与 图 7-32(a) 所 示 单 元 体 的 三 个 主 应 力 之 和 相等 , 故 其 应 变 能 


密度 就 是 图 7-32(a) 所 示 单 元 体 的 体积 改变 能 密度 。 将 mm 一 二 (am 十 we 十 wm) 代 入 式 (7-25) 
后 ,得 
= Ыб + ob + ob — 2нбо + ob, 401 
— 一 == (а-а-а (7-26) 


图 7-32(c) 所 示 单 元 体 的 三 个 主 应 力 之 和 为 零 , 故 其 体积 不 变 , 仅 发 生 形 状 改变 。 其 应 
变 能 密度 就 是 图 7-32(a) 所 示 单 元 体 的 畸变 能 密度 。 将 式 (7-25) 中 的 оу. оз 分 别 用 
(om 一 om) x CO2 — 0m ) x (os 一 om) 代 蔡 , 经 整理 简化 后 得 


% а aF бан аба а) (7-27) 
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7.8 强度 理论 


7.8.1 强度 理论 的 概念 
构件 在 轴 向 拉 伸 和 压缩 时 ,危险 点 处 于 单 向 应 力 状态 ,其 强度 条 件 为 


в<[о]. [四 = 于 


n 

式 中 的 о, 为 材料 破坏 时 的 极限 应 力 。 对 于 塑性 材料 ,通常 以 屈服 极限 a, CER оо, ) 作 为 极限 
应 力 ; 对 于 脆性 材料 , 则 以 强度 极限 m 作为 极限 应 力 。 这 些 极限 应 力 都 是 直接 由 轴 向 拉 伸 
(压缩 ) 实 验 测定 的 ,因而 在 单 向 应 力 状 态 下 的 强度 条 件 不 仅 容易 建立 ,而 且 切 实 可 行 。 

然而 ,工程 中 许多 构件 的 危险 点 处 于 复杂 应 力 状态 。 对 任 一 种 复杂 应 力 状态 ,通过 实验 
固然 可 以 测 出 材料 在 主 应 力 o) ‚о; .cs 保持 某 种 比值 时 的 极限 应 力 ,但 复杂 应 力 状态 中 应 力 
的 组 合 方式 及 每 种 方式 中 三 个 主 应 力 之 间 的 比值 有 无 穷 多 种 ,如 果 像 单 向 应 力 状态 一 样 , 靠 
实验 来 确定 极限 应 力 ,建立 强 度 条 件 ,就 必须 对 各 式 各 样 的 应 力 状 态 一 一 进行 实验 ,确定 极 
限 应 力 ,然后 建立 强度 条 件 , 这 显然 是 难以 做 到 的 。 所 以 需要 寻找 新 的 途径 ,利用 简单 应 力 
状态 的 实验 结果 来 建立 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 条 件 。 

通过 长 期 的 实践 ,观察 和 分 析 , 人 们 发 现 ,尽管 材料 的 破坏 现象 各 不 相同 ,但 材料 破坏 的 
基本 形式 却 只 有 两 种 类 型 : 一 类 是 在 没有 明显 的 塑性 变形 情况 下 发 生 突然 断裂 , 称 为 脆性 
断裂 ; 另 一 类 是 材料 产生 显著 的 塑性 变形 而 使 构件 丧失 正常 的 承载 能 力 , 称 为 塑性 屈服 。 
许多 试验 表明 ,断裂 常常 是 最 大 拉 应 力 或 最 大 拉 应 变 所 致 。 例 如 灰 口 铸铁 试 样 拉 伸 时 沿 横 
截面 断裂 ,扭转 时 沿 与 轴线 约 成 45 倾角 的 螺旋 面 断裂 , 柱 砖 试 样 受 压 时 沿 纵 截面 断裂 , 即 均 
与 最 大 拉 应 力 或 最 大 拉 应 变 有 关 。 材 料 屈服 时 ,出现 显著 的 塑性 变形 。 许 多 试验 表明 , 届 服 
或 出 现 显 著 的 塑性 变形 常常 是 最 大 切 应 力 所 致 。 例 如 , 低 碳 钢 试 样 在 拉 伸 届 服 时 ,在 其 表面 
与 轴线 约 成 45° 的 方向 出 现 滑 移 线 ,扭转 届 服 时 沿 纵横 方向 出 现 滑 移 线 , 即 均 与 最 大 切 应 力 
有 关 。 

根据 上 述 两 类 形式 的 破坏 现象 ,人 们 在 长 期 的 生产 实践 中 综合 分 析 了 材料 的 破坏 现象 
和 资料 ,进一步 探讨 了 引起 这 些 破坏 的 原因 ,经 过 分 析 、 推 理 ,对 导致 材料 破坏 的 主要 原因 提 
出 了 各 种 不 同 的 观点 和 假说 ,认为 材料 之 所 以 按 某 种 方式 破坏 ,是 危险 点 处 的 拉 应 力 、 拉 应 
变 、 最 大 切 应 力 或 畸变 能 密度 等 因素 中 的 某 一 因素 引起 的 。 按 照 这 类 假说 ,不 论 是 简单 应 力 
状态 还 是 复杂 应 力 状态 ,引起 破坏 的 因素 是 相同 的 ,从 而 可 以 利用 简单 应 力 状 态 下 的 试验 结 
果 ,建立 复杂 应 力 状态 下 危险 点 的 强度 条 件 。 这 类 关于 材料 破坏 的 主要 原因 的 观点 和 假说 ， 
称 为 强度 理论 。 

强度 理论 是 根据 一 定 的 试验 资料 提出 的 推测 材料 破坏 原因 的 一 些 假说 , 它 正确 与 否 , 适 
用 于 什么 情况 ,必须 由 生产 实践 来 检验 。 事 实 上 ,也 正 是 在 反复 实践 的 基础 上 ,强度 理论 才 
得 以 日 趋 完 善 和 发 展 。 

目前 常用 的 强度 理论 都 是 针对 均匀 、 连 续 、 各 向 同性 材料 在 常温 、 静 载 条 件 下 工作 时 提 
出 的 。 由 于 材料 的 多 样 性 和 应 力 状 态 的 复杂 性 ,一 种 强度 理论 经 常 是 适合 这 类 材料 却 不 适 
合 另 一 类 材料 ,适合 一 般 应 力 状态 却 不 适合 特殊 应 力 状 态 ,所 以 现 有 的 强度 理论 还 不 能 说 已 
经 圆满 地 解决 了 所 有 的 强度 问题 。 随 着 材料 科学 和 工程 技术 的 不 断 进 步 , 强 度 理论 的 研究 
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也 在 进一步 的 深入 和 发 展 。 
这 里 只 介绍 工程 中 常用 的 四 种 强度 理论 和 莫 尔 强度 理论 。 


7.8.2 常用 的 四 种 强度 理论 


材料 的 破坏 形式 主要 有 两 种 , 即 届 服 和 断裂 。 强 度 理 论 也 相应 地 分 为 两 大 类 : 一 类 是 
解释 材料 脆性 断裂 破坏 的 ,包括 最 大 拉 应 力 理论 和 最 大 拉 应 变 理论 ; 另 一 类 是 解释 材料 塑 
性 屈服 破坏 的 ,包括 最 大 切 应 力 理论 和 畸变 能 密度 理论 。 


1. 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ,引起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 力 。 即 不 论 材 料 处 于 何 种 应 
力 状态 ,只 要 最 大 拉 应 力 o, 达到 材料 单 向 拉 伸 时 最 大 拉 应 力 的 极限 值 ,材料 就 发 生 脆 性 
断裂 破坏 。 于 是 ,材料 发 生 断 裂 破坏 的 条 件 是 


бі = оь (а) 
引入 安全 因数 nn 以 后 ,得 第 一 强度 理论 的 强度 条 件 
о < [0] (7-28) 


式 中 ,[ 四 一 空 ,为 单 向 拉 伸 时 材料 的 许 用 应 力 。 


试验 表明 ,该 理论 能 较 好 地 解释 砖 石 . 玻 璃 .铸铁 等 脆性 材料 的 破坏 现象 。 但 它 没有 考 
虑 另外 两 个 主 应 力 的 影响 ,对 不 存在 拉 应 力 的 情况 则 不 能 应 用 。 


2. 最 大 拉 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ,引起 材料 断裂 破坏 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 变 。 即 不 论 材 料 处 于 何 种 应 
力 状态 ,只 要 最 大 拉 应 变 e, 达到 材料 单 向 拉 伸 时 最 大 拉 应 变 的 极限 值 s ,材料 就 发 生 脆 性 
断裂 破坏 。 于 是 ,材料 发 生 断 裂 破坏 的 条 件 是 

El = Eu (b) 
在 单 向 拉 伸 时 ,假设 材料 断裂 时 应 应 变 仍 服 从 胡 克 定律 , 则 拉 断 时 拉 应 变 的 极限 值 为 


=, = 在 复杂 应 力 状态 下 ,根据 广义 胡 克 定律 ， «-Ша 一 pos 十 cs)] ,所 以 式 (b) 改 写 为 


б, — ulo + os) = o, (с) 
将 m 除 以 安全 因数 n 得 许 用 应 力 [o], 于 是 得 第 二 强度 理论 的 强度 条 件 为 
o — ulo + os) < [6] (7-29) 
该 理论 能 较 好 地 解释 石料 .混凝土 等 脆性 材料 受 轴 向 压缩 时 沿 纵向 截面 开裂 的 现象 , 铸 
铁 受 拉 - 压 二 向 应 力 且 压 应 力 较 大 时 .实验 结果 也 与 这 一 理论 大 致 符合 。 从 形式 上 看 , 它 既 
考虑 了 a 又 考虑 到 o, М о, 对 脆性 断裂 的 影响 ,但 由 于 只 与 少数 脆性 材料 在 某 些 特殊 受 力 
形式 下 的 实验 结果 相 吻 合 ,所 以 目前 已 较 少 采用 。 


3. 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ,引起 材料 届 服 破坏 的 主要 因素 是 最 大 切 应 力 。 即 不 论 材 料 处 于 何 种 应 
力 状态 ,只 要 最 大 切 应 力 rwx 达 到 材料 单 向 拉 伸 屈服 时 最 大 切 应 力 的 极限 值 r, ,材料 就 发 生 
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塑性 屈服 破坏 。 于 是 ,材料 发 生 屈服 破坏 的 条 件 是 


Tmax = Tu (d) 
在 单 向 拉 伸 时 , 当 横 截面 上 的 正 应 力 达到 屈服 极限 о, 时 ,45" 斜 截面 上 的 最 大 切 应 力 达 到 极 
RE "三 序 。 而 复杂 应 力 状态 下 最 大 切 应 力 为 rmx 一 。 故 式 (d) 改 写 为 
Ф — 03 = o, (e) 
将 a, 除 以 安全 因数 ,就 得 到 第 三 强度 理论 的 强度 条 件 
a—o < [6] (7-30) 


该 理论 比较 圆满 地 解释 了 塑性 材料 的 屈服 现象 ,与 许多 塑性 材料 在 大 多 数 受 力 情况 下 
发 生 届 服 的 实验 结果 相当 符合 ,在 工程 中 得 到 了 广泛 应 用 。 但 它 没有 考虑 主 应 力 o 的 影 
响 , 而 实验 表明 ,cs 对 材料 的 破坏 确实 存在 一 定 影响 。 


4 畸变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 ,引起 材料 屈服 破坏 的 主要 因素 是 畸变 能 密度 。 即 不 论 材 料 处 于 何 种 应 
力 状态 ,只 要 了 畸变 能 密度 va 达到 材料 单 向 拉 伸 届 服 时 畸变 能 密度 的 极限 值 wu, 材料 就 发 生 
塑性 届 服 破坏 。 于 是 ,材料 发 生 届 服 破坏 的 条 件 是 

Va = Uiu (D 


在 单 向 拉 伸 时 ,屈服 应 力 为 o,, 即 а, =0, 10: =0 s0; =0 , HIR C7-27) ПЫН AE RE % BE NIER ВИА A 


ses 1-Е 2 
wh = ge: 
再 利用 式 (7-27) 可 将 上 述 屈服 条 件 改写 为 
ү oz)2 十 (os — os)° + (os 一 oa)?] = o, (в) 


引入 安全 因数 以 后 , 便 得 第 四 强度 理论 的 强度 条 件 


Ж 0)? + (о, — 0)? + (о, — оу)°] < [о] (1-31) 


试验 表明 ,对 于 塑性 材料 ,第 四 强度 理论 比 第 三 强度 理论 更 符合 试验 结果 。 但 由 于 第 三 
强度 理论 的 数学 表达 形式 比较 简单 ,因此 ,第 三 与 第 四 强度 理论 在 工程 中 均 得 到 广泛 应 用 。 
由 上 述 四 个 强度 理论 的 强度 条 件 可 以 看 出 , 当 根 据 强 度 理论 建立 构件 的 强度 条 件 时 , 形 
式 上 都 是 将 主 应 力 的 某 一 综合 值 与 材料 单 向 拉 伸 许 用 应 力 进行 比较 ,即将 复杂 应 力 状 态 强 
度 问 题 表示 为 单 向 应 力 状态 强度 问题 。 主 应 力 的 上 述 综合 值 称 为 相当 应 力 , 即 在 促使 材料 
破坏 或 失效 方面 ,与 复杂 应 力 状态 应 力 等 效 的 单 向 应 力 , 用 o, 表示 相当 应 力 。 于 是 上 述 四 
个 强度 理论 的 强度 条 件 表达 式 可 统一 写成 
o, < [о] (7-32) 
四 个 强度 理论 的 相当 应 力 分 别 为 
ба = б1 
бо = бі — plo: + os) 
ба = я — 03 (7-33) 


Шо, о) + (оь — a)? + (оз — а)? ] 
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需要 注意 的 是 ,相当 应 力 o, 只 是 按 不 同 的 强度 理论 得 出 的 主 应 力 综合 值 ,并 不 是 真正 
存在 的 应 力 。 

以 上 介绍 的 四 个 强度 理论 ,都 是 随 着 生产 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 在 实践 中 总 结 出 来 
的 ,因此 它们 都 有 各 自 的 适用 范围 。 一 般 情况 下 ,脆性 材料 通常 发 生 脆 性 断裂 破坏 , 宜 采 用 
第 一 或 第 二 强度 理论 ; 塑性 材料 通常 发 生 塑性 届 服 破坏 , 宜 采用 第 三 或 第 四 强度 理论 。 

但 是 也 应 注意 到 ,材料 的 破坏 形式 固然 与 材料 的 性 质 有 关 , 但 同时 还 与 其 工作 条 件 ( 所 
处 的 应 力 状态 形式 ` 温 度 以 及 加 载 速度 等 ) 有 关 。 例 如 ,在 三 向 压缩 的 情况 下 ,铸铁 等 脆性 材 
料 也 可 能 产生 显著 的 塑性 变形 ; 而 在 三 向 近乎 等 拉 的 应 力作 用 下 , 钢 等 塑性 材料 也 只 可 能 
发 生 脆 性 断裂 破坏 。 因 此 ,把 塑性 材料 和 脆性 材料 理解 为 材料 处 于 塑性 状态 或 脆性 状态 更 
为 确切 。 为 此 ,无 论 是 塑性 材料 或 脆性 材料 ,在 接近 三 向 等 拉 的 情况 下 ,都 将 发 生 脆 性 断裂 
破坏 , 宜 采用 第 一 强度 理论 ; 在 接近 三 向 等 压 的 情况 下 ,都 将 发 生 塑 性 屈服 破坏 , 宜 采用 第 
三 或 第 四 强度 理论 。 


[1 7-10] 如 图 7-33 所 示 单 元 体 是 一 种 工程 中 常见 的 单元 体 。 试 用 第 三 和 第 四 强度 
理论 建立 相应 的 强度 条 件 。 


Йй: 由 式 (7-4) 得 最 大 和 最 小 正 应 力 分 别 为 一 一 一 


Omax Ж” 2 ? 
HE 
可 见 , 三 个 主 应 力 为 
z 图 7-33 
с с A в с 2 
б Е (2) +, 6; --0, о 2 (8) += 
根据 第 三 强度 理论 ,由 式 (7-30) 得 
oa = УӘ +4Z < [в] (7-34) 
根据 第 四 强度 理论 ,由 式 (7-31) 得 
са = УӘ + 3 < [о] (7-35) 


在 这 种 应 力 状态 下 ,无 论 Мг ЖАН АИ , 1254 о, 20,03 < 0, НАН Ч У JJ I$ {И ЖІ o 
和 的 符号 改变 而 变化 。 


【 例 7-11〗 如 图 7-34(a) 所 示 钢 梁 为 20a 工 字 钢 。 已 知 其 材料 的 许 用 应 力 [o] = 
150MPa,[r] 二 95MPa, 试 校 核 此 梁 的 强度 。 


解 : (1) 确定 危险 截面 
绘 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 如 图 7-34(b) (c) 所 示 。 易 知 
| Fs |. = 100kN， |М |max = 32КМ • т 
所 以 ,C.D 两 截面 为 梁 的 危险 截面 。 任 选 С 截面 进行 校 核 。 
(2) 正 应 力 强度 校 核 
由 型 钢 表 查 得 20а 工 字 钢 的 截面 尺寸 如 图 7-34(d) 所 了 示 。 开 一 2370cm4 ,W. 二 237cm?， 


a= 一 17. 2cm, 


在 梁 C 截面 的 上 、 下 边缘 点 处 有 
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32 32 
2m 
(a) 
қом 
100 
e[l - 
ШП * 
0 100 
МКМ т) 32 
ШЕ? 


чү 


LM |max 32 X 10° n 
ыа W. 23710: 135 X 10° (Ра) = 135(МРа) < [е] 


满足 正 应 力 强度 条 件 。 
(3) 切 应 力 强度 校 核 
ТЕЖ C 截面 的 中 性 轴 上 各 点 处 有 


二 | Fs: |5. | Fs | 100 X 10° 
= Ы. 21.75. Оха 
= 83. 1 10° (Ра) = 83. 1(МРа) < [=] 


满足 切 应 力 强度 条 件 。 
(4) 校 核 翼 缘 和 腹 板 交 界 点 处 的 主 应 力 
由 于 C 截面 又 缘 和 腹 板 交界 点 处 的 正 应 力 和 切 应 力 都 比较 大 ,其 主 应力 数 值 可 能 较 


大 ,应 进行 主 应力 校 核 。 围 绕 a 点 取 单 元 体 如 图 7-34(e) 所 示 。 根 据 20a 号 工 字 钢 截面 简 
化 后 的 尺 二 (图 7-34(d)) 和 上 面 查 得 的 工 , 求 得 C 截面 上 a 点 的 正 应 力 c。 和 切 应力 r。 分 别 
为 


o, = LM һу — 32 X 10° X (100 — 11, 4) X 10 
s Т; 2370 х 107% 


= 119. 6 X 105 (Pa) = 119. 6(МРа) 


11.4 u 
š Ы й 100 一 一 一 9 
| Fs |. SL, 10010 X [100 х 11 ах ( 2 И 


* Ы. 7 X 107° X 2370 X 107% 
= 64.8 X 105(Pa) = 64. 8(MPa) 
由 第 四 强度 理论 о, „т, ZERRA (7-35) 
вм = /%-+3ц = ,/119.62--3 х 64.87 = 164(MPa) > [е] 


жазуы ФЕ] x100% 一 9. 3 只 >>5 欠 ,说 明 梁 原 有 截面 不 能 满足 要求 , 需 改 用 较 大 截面 。 
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若 改 用 20b 工 字 钢 , 再 按 上 述 方法 算得 a ЛЕЙ) он = 141МРа< [о], 4 \ 20b 工 字 钢 
才能 满足 工作 要 求 。 
【 例 7-12】 圆 简 式 封闭 薄 容 器 如 图 7-35(a) 所 示 。 已 知 其 所 受 内 压强 为 p ,容器 内 径 
H DEEH UKD) ,材料 的 许 用 应 力 为 [zc]。 试 按 第 四 强度 理论 建立 容器 的 强度 条 件 。 


eJE-p(zD74) Y) 


解 : (1) 正 应 力 分 析 

由 于 圆 简 本 身 的 形状 和 所 受 内 压 都 对 称 于 轴线 , 故 圆 简 只 发 生 沿 轴 向 的 伸 长 和 以 轴线 
对 称 的 径 向 扩张 。 因 此 圆 简 的 横 截 面 和 纵向 截面 上 只 有 拉 应 力 而 无 切 应 力 。 

围绕 圆 简 表 面 上 任 一 点 取 单元 体 ABCD 如 图 7-35(a) 所 示 。 

先 求 轴 向 应 力 o'。 由 截面 法 在 w 一 n 处 将 简 切 开 (图 7-35(b)), 由 轴 向 平衡 条 件 УЕ, = 
0, 得 


故 得 轴 向 应 力 
в’ = P= (7-36) 


WDR ARI ИЛЕ Л oo HAREJ 1 的 两 个 横 截面 和 包含 直径 的 纵 截面 从 圆 简 中 截 
取 一 部 分 (图 7-35(c))。 简 壁 纵 截 面 上 有 均匀 分 布 的 正 应 力 必 , 则 内 力 为 
Fa = dtl 


TEXNI DIEE BERIGTE? ар 上 ,压力 为 рр + 号 dp, 它 在 > 方向 的 投影 为 如. ар. 
sing。 积 分 后 得 该 投影 总 和 为 
Гы + dp: sing = АЮ 


由 平衡 方程 > F, = 0, 得 
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20211- Ыр = 0 
所 以 


, = bD 
ш 2t 


HJ BL, "= 2o' , 即 周 向 应 力 是 轴 向 应 力 的 两 倍 。 
(2) 确定 主 应 力 


(7-37) 


o 和 o 分 别 是 圆 简 的 轴 向 和 周 向 的 两 个 主 应 力 。 此 外 ,在 单元 体 ABCD 的 第 三 个 方向 
上 ,有 作用 于 内 壁 的 内 压力 p 和 作用 于 外 壁 的 大 气压 力 , 但 当 <é D 时 ,它们 都 远 小 于 of 和 


of, 可 以 认为 等 于 零 , 于 是 圆 简 表面 上 一 点 的 三 个 主 应 力 为 
„_ pD ‚ pD 
ý a ATE 4 


бі . о; 0 


可 见 , 该 点 处 于 二 向 应 力 状 态 。 
(3) 按 第 四 强度 理论 建立 强度 条 件 
将 om .os «оз 代入 式 (7-31) 并 整理 得 


в, = УЗ өр 
于 是 有 强度 条 件 
ou 一 V3 ФР < [о] 
若 p=3MPa,D=0. 1m,:=10mm.[a]=100MPa, IJ 
= pD _ хо” х0;1 
o= 43 цг = Š X 710105 
= 13.0 X 10° (Ра) = 13. 0(MPa) < [со] 


可 见 圆 简 满 足 强度 条 件 。 


[#1 7-13] 试 按 强度 理论 建立 纯 剪 切 应 力 状态 的 强度 条 件 ,并 寻求 剪 切 许 用 应 力 [z] 


与 拉 伸 许 用 应 力 [oj 之 间 的 关系 。 
解 : 我 们 知道 , 纯 剪 切 应 力 状 态 的 三 个 主 应 力 分 别 是 


б=т, о = 0, os 一 一 7 

剪 切 的 强度 条 件 为 
с< [г] 
对 脆性 材料 , 按 第 一 强度 理论 
ва 一 = z < [о] 
与 式 (a) 比 较 得 
[=] = [е] 
按 第 二 强度 理论 
ба = оу— plo + аз) = (1 + )r < [o] 
一 般 脆 性 材料 , 泊 松 比 0. 2 一 0.25, 上 式 与 式 (a) 比 较 后 得 
[=] = (0.8 ~ 0.83)[o] 
对 塑性 材料 , 按 第 三 强度 理论 


(a) 


(c) 
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os = оу — 0; = 27 < [6] 


与 式 (a) 比 较 得 
[=] = 0. 5[] са) 
按 第 四 强度 理论 
бы КЕ [ (о, —0:)? + (оь — оз)? + (о, — о,)*] 
=й 2 
=> (# +Z + 4) 
= 3: < [о] 
与 式 (a) 比 较 得 
[z] = 0.577[c] ~ 0.6[c] (e) 
综 上 所 述 ,工程 上 一 般 采 用 的 剪 切 许 用 应 力 为 
脆性 材料 [djJ=(0.8~1D[o] 
塑性 材料 [djJ=(0.5~0. 6)[o] 


7.8.3 莫 尔 强度 理论 


葛 尔 强度 理论 并 不 简单 地 假设 材料 的 破坏 是 由 某 个 因素 (如 应 力 ,应 变 或 应 变 能 密度 ) 
达到 其 极限 值 而 引起 的 , 它 是 以 各 种 应 力 状 态 下 材料 的 破坏 试验 结果 为 依据 ,并 采用 某 种 简 
化 后 建立 起 来 的 。 

在 7.4 节 中 曾 指出 ,代表 一 点 处 应 力 状 态 中 最 大 正 应 力 和 最 大 切 应 力 的 点 均 在 由 m ‚оз 
所 确定 的 最 大 应 力 圆 上 。 因 此 莫 尔 强度 理论 认为 材料 是 否 破坏 取决 于 三 向 应 力 圆 中 的 最 大 
应 力 圆 ,而 不 必 考 虑 中 间 主 应 力 o, 对 材料 强度 的 影响 。 

如 图 7-36 所 示 ,根据 同一 材料 在 各 种 应 力 状态 下 破坏 时 的 主 应 力 m ЖІ оз 所 作 的 一 系 
列 应 力 圆 ,就 代表 在 极限 应 力 状 态 下 的 应 力 圆 ,这 种 破坏 时 的 最 大 应 力 圆 称 为 极限 应 力 圆 。 
于 是 可 以 作出 这 些 极限 应 力 圆 的 包 络 线 ABC, 根 据 此 包 络 线 即 可 判断 材料 是 否 发 生 破坏 。 
包 络 线 与 材料 的 性 质 有 关 ,不同 的 材料 包 络 线 不 一 样 ; 但 对 同一 种 材料 它 是 唯一 的 。 

对 于 某 一 给 定 的 应 力 状态 oro; хоз. ШЖ от 和 os 所 确定 的 应 力 圆 在 上 述 包 络 线 内 ， 
则 材料 不 会 发 生 破坏 ; 如 与 包 络 线 相 切 或 相交 , 则 材料 发 生 破 坏 。 所 以 ,上 述 包 络 线 ABC 
即 失效 边界 线 。 

在 实际 应 用 中 ,为 了 利用 有 限 的 试验 数据 便 可 近似 地 确定 包 络 线 , 常 以 单 向 拉 伸 和 单 向 
压缩 的 两 个 极限 应 力 圆 的 公 切 线 代替 包 络 线 , 如 图 7-37 所 示 。 
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为 了 进行 强度 计算 ,还 应 该 引进 适当 的 安全 因数 。 于 是 可 用 材料 在 单 向 拉 伸 和 单 向 压 
缩 时 的 许 用 拉 应 力 [cj 和 许 用 压 应 力 [cj 分别 作出 单 向 拉 伸 和 单 向 压缩 时 的 许 用 应 力 圆 , 并 


作 两 圆 的 公 切 线 МГ, И 7-38 所 示 。 于 是 ， 
如 果 由 主 应 力 m .cs 所 作 的 应 力 圆 在 该 公 切 线 
之 内 , 则 这 样 的 应 力 状态 是 安全 的 。 当 应 力 圆 
与 公 切 线 相 切 时 , 即 得 相应 的 许 用 应 力 圆 。 


ТЕР 7-38 中 ,由 主 应 力 o „оз 所作 的 许 用 

应 力 圆 与 公 切 线 ML MUJ T К Ж. о, 和 mm 的 

值 与 材料 的 [cj 和 [ce] 间 的 关系 就 可 通过 图 中 

的 几何 关系 确定 。 由 图 7-38 可 以 看 出 
ON 00, 


(a) 


O,P ОО, 图 7-38 
其 中 
a—o _[a] 
ON = ОК — O,L 2 2 
OP =- OM-_OL са 15.1 
[zJ n (b) 
тала ANA тала (б, су бҙ 
0:0, OO 一 OO 2 2 
0,0; = 0,O+0,0 = [el + Le] 
将 式 (b) 代 入 式 (a) ,经 化 简 后 得 出 
a — ita, = CA| (c) 
此 即 m оз 的 许 用 值 应 满足 的 条 件 。 若 将 其 改 为 实际 构件 中 危险 点 处 的 工作 应 力 值 , 则 
相应 的 强度 条 件 为 
с - se, < [.] (7-38) 
由 上 式 知 , 莫 尔 强度 理论 的 相当 应 力 为 
Га] (7-39) 


ом = оу [z T: 


对 抗 拉 和 抗 压强 度 相等 的 材料 ,[o.] 二 [oJ], 式 (7-38) 化 为 
о —оз < [о] 
此 即 最 大 切 应 力 理论 的 强度 条 件 。 由 此 可 见 , 莫 尔 强度 理论 可 看 作 是 最 大 切 应 力 理论 的 发 


展 , 它 考虑 了 材料 抗 拉 和 抗 压 强度 不 相等 的 情况 。 
【 例 7-14] 


有 一 铸铁 零件 ,已 知 其 危险 点 处 单元 体 上 的 应 力 如 图 7-39 М/х. ҒАЙ) 


许 用 拉 应 力 [cj]=50MPa:, 许 用 压 应 力 [co]=150MPa。 试 用 莫 尔 强度 理论 校 核 其 强度 。 


解 : (1) 计算 主 应 力 
将 a,—28MPa,o,=0,z,, =— 24МРа 代入 式 (7 


-4) , 求 得 主 应 力 为 
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о 一 0 图 7-39 
(2) 强度 校 核 
由 式 (7-38) 得 
La] 50 
[ze = 41.8 — 150 


OM бі 
所 以 此 零件 是 安全 的 。 


【 例 7-15] T 形 截 面 铸铁 梁 的 载荷 和 截面 如 图 7-40 所 示 。 梁 截面 B Е, M= 
一 4EN。m, 前 力 为 Fs 二 一 6. 5kN。 和 铸铁 的 抗 拉 许 用 应 力 为 [o.] 二 30MPa, 抗 压 许 用 应 力 
为 [co]=160MPa。 试 用 莫 尔 强度 理论 校 核 该 截面 翼 缘 与 腹 板 交界 点 处 的 强度 。 已 知 
截面 对 形 心 轴 = EEH I. = 763 х 10* тт*. 


X (— 13.8) = 46. 4(MPa) < [в] 


(а) (b) (с) 


解 : (1) 计算 4 点 的 正 应 力 和 切 应 力 


Ж Му, 4 10° X (52-20) X 10 
b 


16.8 х 10° (Pa) = 16. 8(МРа) 


I, 763 X 10 х 10 в 
т, = FsSiw — 6.5 X 10° X 80 X 20 X (52 — 10) x 10 ° 
* Ы. 20 х 107° х 763 10* х 107 


= 2,86 X 105 (Ра) = 2. 86(MPa) 
(2) 计算 5 点 的 主 应 力 
ЖШ В 上 ,5b 点 的 单元 体 如 图 7-40(c) 所 示 。 其 主 应 力 为 


бі z z а 
2. д. 16. 8 16.8 n я 
| Z+ (=) +, = 168+ ( 5 ) + (—2. 86) 全 wrap 


03 


(3) 强度 校 核 
由 式 (7-38) 得 
La] 30 
Е ч .4(M 
om =a — T” 17.3 — 160< 0.47) = 17.4(MPa) < [а] 
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所 以 ,满足 偶尔 强度 理论 的 强度 条 件 。 


ом 思考 题 


7-1 何谓 一 点 处 的 应 力 状 态 ? 为 什么 要 研究 一 点 处 的 应 力 状 态 ? 如 何 研究 一 点 处 的 
应 力 状 态 ? 

7-2 “ 单 向 应 力 状 态 有 一 个 主 平面 ,二 向 应 力 状态 有 两 个 主 平面 >, 正确 吗 ? 

7-3 何谓 单 向 应 力 状 态 和 二 向 应 力 状 态 ? 圆 轴 受 扭 时 , 轴 表 面 各 点 处 于 何 种 应 力 状 
态 ? 梁 受 横 力 弯 曲 时 , 梁 顶 、 梁 底 及 其 他 各 点 处 于 何 种 应 力 状 态 ? 

7-4 三 个 单元 体 各 面 上 的 应 力 分 量 如 图 所 示 。 它 们 是 否 均 处 于 二 向 应 力 状态 ? 


ы]. Mi Е 


(а) (b) (с) 
思考 题 7-4 图 
7-5 如 图 示 杆 件 , 若 说 “B 点 处 的 正 应 Шо”, ,正确 吗 ? 
7-6 对 图 示 单 元 体 的 应 力 状 态 , 若 已 知 一 个 主 应 力 为 5MPa, 试 用 图 解法 求 另 一 
应 力 。 
уі 


+" 
思考 题 7-5 图 思考 题 7-6 图 


7-7 在 何 种 情况 下 ,平面 应 力 状态 下 的 应 力 圆 符合 以 下 特征 ? 

(1) 一 个 点 圆 ; (2) 圆心 在 圆 点 ; (3) 与 + 轴 相 切 。 

7-8 下 列 关 于 应 力 状态 的 论述 中 ,( ) 是 正确 的 ,( ) 是 错误 的 。 
CA) 正 应 力 为 零 的 截面 上 , 切 应 力 为 极 大 或 极 小 值 ; 

(B) 切 应 力 为 零 的 截面 上 , 正 应 力 为 极 大 或 极 小 值 ; 

(C) 切 应 力 为 极 大 和 极 小 值 的 截面 上 . 正 应 力 总 是 大 小 相等 、 符 号 相反 ; 
(D) 若 一 点 在 任何 截面 上 的 正 应 力 都 相等 , 则 任何 截面 上 的 切 应力 都 为 零 ; 
(E) 若 一 点 在 任何 截面 上 的 切 应 力 都 为 零 , 则 任何 截面 上 的 正 应 力 都 相等 ; 
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(F) 车 一 点 在 任何 截面 上 的 正 应 力 都 为 零 , 则 任何 截面 上 的 切 应 力 都 相等 ; 

(G) 若 两 个 截面 上 的 切 应 力 大 小 相等 ,符号 相反 , 则 这 两 个 截面 必定 互相 垂直 ; 

(H) 切 应 力 为 极 大 和 极 小 值 的 截面 总 是 互相 垂直 的 ; 

D 正 应 力 为 极 大 和 极 小 值 的 截面 总 是 互相 垂直 的 。 

7-9 ”在 图 示 二 向 应 力 状 态 单元 体 中 ,车 已 知 其 主 应 变 为 e 和 ez: ЕРНЕУ ЕЛІН 
ШУ и. 

(1) 证 明 其 主 应 力 为 


в = =E (a, + ре) 


(est ye) 


(2) 其 第 三 个 方向 的 主 应 变 е, ,能 否 按 下 式 计算 ? 
єз =— ple, Hez) 
7-10 在 复杂 应 力 状 态 下 ,下 列 判断 中 错误 的 是 ( ) 。 
СА) 有 正 应 力 的 方向 一 定 有 线 应 变 ; 
(B) 有 线 应 变 的 方向 一 定 有 正 应 力 ， 
(C) 没有 正 应 力 的 方向 一 定 没 有 线 应 变 ; 
(D) 没有 线 应 变 的 方向 一 定 没有 正 应 力 。 
7-1 材料 为 A3 钢 , 届 服 极限 为 6 二 235MPa 的 构件 内 有 图 示 5 种 应 力 状 态 ( 应 力 单 
位 为 MPa) 。 试 根据 第 三 强度 理论 分 别 求 出 它们 的 安全 因数 。 
(4) 


ІШ іш 0 
100 100 100 100 | | 
一 1% 
(a) (b) (с) 


(е) 


思考 题 7-9 图 


思考 题 7-11 图 


7-12 塑性 材料 制 成 的 构件 中 ,有 图 Ca) 和 图 (b) 所 示 的 两 种 应 力 状 态 。 若 两 者 的 c 和 
数值 分 别 相等 , 试 按 第 四 强度 理论 分 析 比 较 两 者 的 危险 程度 。 


思考 题 7-12 图 
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7-13 ”在 一 般 应 力 状态 下 的 单元 体 , 既 有 体积 改变 ,又 有 形状 改变 ,什么 应 力 状态 只 产 
生体 积 改 变 ? 什 么 应 力 状 态 只 产生 形状 改变 ? 


习题 


7-1 构件 受 力 如 图 所 示 。(1) 确 定 危险 点 的 位 置 ;(2) 用 单元 体 表 示 危 险 点 的 应 力 
状态 。 


м, зм. 2м. 
Гати гаж шиге 


题 7-1 图 


7-2 已 知 应 力 状 态 如 图 所 示 ( 应 力 单位 为 MPa) ,试用 解析 法 及 图 解法 计算 指定 斜 截 


面 上 的 应 力 。 
10 
30 
4/20 


(а) (b) (с) 


题 7-2 图 


7-3 已 知 应 力 状 态 如 图 所 示 ( 应 力 单位 为 MPa) 。 试 用 解析 法 及 图 解法 求 : (1) 主 应 力 
大 小 , 主 平面 位 置 ; (2) 在 单元 体 上 绘 出 主 平面 位 置 及 主 应 力 方向 ; (3) 最 大 切 应 力 。 

7-4 试用 解析 法 求 图 示 各 应 力 状 态 的 主 应 力 及 最 大 切 应 力 (应 力 单 位 为 MPa). 

7-5 已 知 矩 形 截面 粱 某 截面 上 的 弯 矩 及 剪 力 分 别 为 M 王 10kN。m,Fs 王 120kN, 试 绘 
出 表示 截面 上 1、2、3、4 各 点 处 应 力 状 态 的 单元 体 , 并 求 其 主 应 力 。 

7-6 ”图 示 简 支 梁 为 36a 工 字 钢 , 已 知 : F=140kN,1=4m, A 点 所 在 截面 位 于 集中 力 
F 的 左 侧 , 且 无 限 接近 下 力作 用 的 截面 。 试 求 : (1)A 点 在 指定 斜 截面 上 的 应 力 ; (2)A 点 
的 主 应 力 及 主 平面 位 置 ( 用 单元 体 表示 )。 

7-7 ”图 示 五 个 平面 应 力 状态 的 应 力 圆 , 试 在 主 单元 体 上 夯 出 相应 的 主 应 力 , 并 注 明 
数值 。 


第 7 章 应 力 状 态 和 强度 理论 


205 


题 7-5 图 题 7-6 


7-8 已 知 平面 应 力 状态 下 某 点 处 的 两 个 截面 上 的 应 力 如 图 所 示 。 试 求 该 点 处 的 主 应 
力 数 值 及 主 平面 位 置 ,并 求 出 此 两 截面 间 的 夹 角 a, 

7-9 图 示 一 萎 形 单元 体 , 作 用 在 各 截面 上 的 应 力 为 p ,试问 p 是 不 是 主 应 力 ? 为 什么 ? 
若 不 是 , 求 主 应 力 的 大 小 和 主 平面 的 位 置 。 
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° 
= 15 -10 
° ZN 


p 


题 7-9 图 


7-10 在 矩形 截面 钢 拉 伸 试 样 的 轴 向 拉力 F=20kN 时 , 测 得 试 样 中 段 B 点 处 与 其 轴线 成 
30 方向 的 线 应 变 为 se =3.25X10 一 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 EE 二 210GPa, 试 求 泊 松 比 и. 

7-11 一 简 支 梁 如 图 所 示 ,由 28а 工 字 钢 制 成 。 测 得 其 中 性 层 上 DD 点 处 沿 45 方向 的 
线 应 变 为 es 二 一 2.6X10“，。 若 梁 材料 的 弹性 模 量 EE 二 210GPa, 泊 松 比 и=0. 28, 试 确定 梁 


上 的 载荷 F. 


题 7-11 图 


题 7-10 图 


7-12 图 示 板 件 , 处 于 纯 剪 切 应 力 状态 。 试 计算 沿 对 角 线 AC 与 BD 方位 的 线 应 变 ess 
与 ez 以 及 沿 板 厚 方向 的 线 应 变 eco PERHO RER AOE 与 w 均 为 已 知 。 

7-13 如 图 了 示 受 扭 圆 轴 , 今 测 得 圆 轴 表 面 K 点 处 与 轴线 成 30 方向 的 线 应 变 se , 试 求 
外 力 偶 矩 M.。 已 知 圆 轴 直径 d 、 弹 性 模 量 Е 和 泊 松 比 j。 
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м, 


题 7-12 图 题 7-13 图 


7-14 某 轴承 受 轴 向 拉力 和 扭转 力 偶 的 联合 作用 ,在 表面 C 点 处 , 沿 与 轴线 成 45 方向 
测 得 线 应 变 为 ss 二 一 2.24X10。 若 已 知 轴 的 直径 d—200mm,M ЖЕЙ? Е=200СРа, = 
0. 28,1 J] F=251kN , 试 求 轴 所 受 的 力 偶 矩 M. o 


题 7-14 图 


7-15 图 示 和 矩形 截面 杆 ,承受 轴 向 载荷 F 作用 , 试 求 与 轴线 成 45" 方 向 的 线段 AB 的 长 
度 改变 量 AlAs 。 设 截面 尺寸 2 及 材料 的 弹性 常数 已 .mw 均 为 已 知 。 


E 7-15 图 


7-16 在 构件 表面 某 点 O 处 , 沿 0".45" 和 90" 方 位 粘贴 三 个 应 变 片 , 测 得 该 三 方位 的 线 
应 变 分 别 为 eo =450X 107° se =350Х 107° „єз =100Х 10-° ,该 点 处 于 平面 应 力 状态 。 试 
求 该 点 处 的 应 力 mo 和 rs 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 Е--2006Ра.ІҢЖАН и=0.3. 

7-17 等 角 应 变 花 如 图 所 示 ,三 个 应 变 片 的 角度 分 别 为 m =0°.а; = 60°,а; = 120° {д 
证 明 主 应 变 的 数值 及 方向 由 以 下 公式 计算 : 


Emax гу 十 soo 十 et „у? 
3 =з 


(= — €s)” 十 (eso — о) + Cero — Eo )° 
Emin 


УЗ (ев — еш) 


tan2ao = 
260 一 seo — E120° 
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7-18 者 已 测 得 直角 应 变 花 三 个 方向 的 应 变 分 别 为 sr = 700 < 107° es = 350 107°, 
eae 一 一 500X10“, 试 求 该 点 的 主 应 变数 值 及 方向 。 

7-19 边 长 为 20cm 匀 质 材料 的 立方 体 放 入 刚性 凹 槽 内 ,项 面 受 轴 向 力 F = 400kN (Е 
用 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 ==2.6X10*MPa, 泊 松 比 x 二 0. 18。 试 求 下 列 两 种 情况 下 立方 体 
中 产生 的 应 力 : 

(1) 凹 座 的 宽度 正好 是 20cm; 

(2) 凹 座 的 宽度 均 为 20.001cm, 

7-20 ”图 示 单 元 体 处 于 平面 应 力 状 态 , 已 知 o, 二 100MPa,o, 二 80MPa,t, 二 50MPa。 材 
料 的 弹性 模 量 Е = 200СРа. ЇЙ 0. 3, WREE е, е, 与 切 应 变 y。 ,并 计算 a = 30° 
方位 的 线 应 变 ssr 。 


20.001ст 


Em 7-19 图 М 7-20 图 


7-21 СНР S EJE HE K fE ТРО ТЕ ОНЧ ЛУ У] o o PEPER ZOE 5 y 
均 为 已 知 。 

(1) ЕЖА; 

(2) 棱柱 体 在 刚性 方 模 中 受 压 。 

7-22 应 力 单元 体 分 别 如 题 图 7-22(a)、(b) 所 示 , 试 按 最 大 切 应 力 理论 和 畸变 能 密度 
理论 分 别 计算 其 相当 应 力 。 


题 7-21 图 题 7-22 图 


7-23 已 知 危险 点 的 应 力 状态 如 图 所 示 。 测 得 该 点 处 的 应 变 se ==, 一 25X10 ,ess 二 
140X10 忆 ,材料 的 EE 二 210GPa,y 二 0.28,[o] 二 70MPa, 试 按 第 三 强度 理论 校 核 其 强度 。 

7-24 ” 设 有 单元 体 如 图 所 示 , 已 知 材料 的 许 用 拉 应 力 为 [o.] 二 60MPa, 许 用 压 应 力 为 
[co] 王 180MPa。 试 按 莫 尔 强度 理论 校 核 其 强度 。 
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题 7-23 图 题 7-24 图 


7-25 受 内 压力 作用 的 一 容器 ,其 圆 简 部 分 任意 一 点 A( 图 (a)) 处 的 应 力 状态 如 图 (b) 
所 示 。 当 容器 承受 最 大 的 内 压力 时 , 测 得 A 点 处 的 应 变 s* 一 1.88X10“,ey 一 7.37X10“。 
BARAH RHY Е=210СРа, и=0. 3, 许 用 应 力 [oj 王 170MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 A 
点 的 强度 。 

7-26 用 低 碳 钢 制 成 的 实心 圆 截 面 杆 , 受 轴 向 拉力 下 及 扭转 力 偶 矩 M. 共同 作用 , 且 


м,--Бға. 今 测 得 圆 杆 表面 点 处 沿 图 示 方 向 的 线 应 变 es0 二 14. 33 107°, 已 知 杆 直径 


А=10тт,ЯЖНИ Е=200СРа, и=0.3. ЖЖ Е ЖЯ] M。。 若 其 许 用 应 力 Lo] 王 160MPa， 
试 按 第 四 强度 理论 校 核 该 杆 的 强度 。 


у 


| 
! 
| 
| р 4 Е | & 


(a) (b) 


£ 


题 7-25 图 题 7-26 图 


7-27 简 支 梁 如 图 所 示 。 已 知 F=200kN,q= 10kN/m, ОУ 22а 号 工 字 钢 , 许 用 应 力 
[oj 二 160MPa。 试 按 第 三 强度 理论 对 梁 作 主 应 力 校 核 。 


(a) (b) 


题 7-27 图 


8.1 组 合 变形 的 概念 和 实例 


前 面 各 章 分 别 讨论 了 构件 在 轴 向 拉 伸 (压缩 )、 剪 切 、 扭 转 及 弯曲 等 基本 变形 时 的 强度 和 
刚度 计算 。 但 在 工程 实际 中 ,构件 的 受 力 情况 很 复杂 ,有 很 多 构件 在 载荷 作用 下 所 发 生 的 变 
形 往往 是 两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 形式 的 组 合 , 这 种 情况 称 为 组 合 变形 。 例 如 ,机 械 中 的 齿 
轮 传动 轴 ( 图 8-1(a)) ,由 于 传递 扭转 力 偶 而 发 生 扭 转 , 同 时 还 因 横向 外 力 的 作用 而 发 生 弯 
曲 ; ДАРСИ 8-1(b)) 除 自重 引起 的 轴 向 压缩 外 ,还 有 水 平 风力 引起 的 弯曲 ; 厂房 中 的 吊车 
立柱 (图 8-1(c)), 除 受 轴 向 压力 F, 外 ,还 受到 偏心 压力 F 的 作用 ,立柱 将 同时 发 生 轴 向 压 
缩 和 弯曲 变形 。 对 于 结构 形式 和 载荷 更 为 复杂 的 构件 ,发 生 了 哪些 基本 变形 需要 通过 内 力 


分 析 才 能 判断 。 
шел 
Е 
да м E] 
Е 
— = , 
? =ЕЯ 日 重 
АЛЕ 
е м, МЕ 
= 
(a) (b) (c) 
图 8-1 


当 构 件 发 生 组 合 变形 时 ,在 线 弹 性 ,小 变形 的 前 提 下 ,可 按 构 件 的 原始 尺寸 和 形状 计算 ， 
各 种 基本 变形 产生 的 应 力 和 变形 都 是 各 自 独立 、 互 不 影响 的 ,因此 可 以 运用 释 加 原理 。 于 
是 ,首先 将 外 力 进 行 简化 或 分 解 , 把 构件 上 的 外 力 转化 成 几 组 静 力 等 效 的 载荷 ,使 每 一 组 载 
荷 对 应 一 种 基本 变形 ,然后 分 别 计算 构件 在 每 一 种 基本 变形 下 的 内 力 ,应 力 或 变形 。 最 后 利 
用 释 加 原理 ,综合 考虑 各 基本 变形 的 组 合 情 况 , 以 确定 构件 的 危险 截面 ` 危 险 点 的 位 置 及 危 
险 点 的 应 力 状态 ,并 据 此 进行 强度 计算 。 

若 构件 的 组 合 变形 超出 了 线 弹 性 范围 或 虽 在 线 弹 性 范围 内 但 变形 较 大 , 则 不 能 按 其 原 
始 尺寸 和 形状 进行 计算 ,必须 考虑 各 基本 变形 之 间 的 相互 影响 ,而 不 能 应 用 三 加 原理 。 例 如 
图 8-2 所 示 结 构 , 当 杆 件 的 抗 弯 刚度 ЕТ 较 大 时 ,弯曲 变形 很 小 (图 8-2(a)) ,此 时 杆 件 横 截 
面 上 的 弯 矩 按 变 形 前 的 位 置 计算 。 于 是 轴 向 力 F 和 横向 力 g 互 不 影响 ,各 自 独立 ,又 加 原 
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理 可 以 使 用 。 反 之 ,车 杆 件 的 抗 弯 刚度 EI 较 小 , 弯 矩 应 按 变 形 后 的 位 置 计算 (图 8-2(b))， 
则 轴 向 力 下 除了 引起 杆 件 的 轴 向 压缩 变形 外 ,还 将 产生 弯 和 矩 Fw, ЖЖ чо 22 F Жа 的 共同 
影响 ,也 即 横向 力 q 和 轴 向 力 下 的 作用 不 再 是 各 自 独立 的 。 在 这 种 情况 下 ,即使 杆 件 仍然 
是 线 弹 性 的 ,至 加 原理 也 不 能 使 用 。 


4 4 
„ришаш, „дашы, 
(а) (b) 


图 8-2 


8.2 ШЕҢ 


由 弯曲 理论 已 知 ,车 杆 件 有 一 纵向 对 称 面 , 且 横 向 力 都 作用 在 此 对 称 面 内 , 则 弯曲 变形 
后 中 性 轴 与 这 一 纵向 对 称 面 垂直 , 挠 曲线 是 这 个 平面 内 的 平面 曲线 ,这 就 是 平面 弯曲 。 在 实 
际 工程 结构 中 ,作用 于 杆 件 上 的 横向 力 有 时 并 不 在 其 纵向 对 称 面 内 。 例 如 ,屋面 标 条 倾斜 地 
安置 于 屋顶 术 架 上 (图 8-3) ,而 所 受 铬 垂 向 下 的 载荷 就 不 在 纵向 对 称 面 内 。 这 种 情况 下 , 杆 
件 将 在 相互 垂直 的 两 个 纵向 对 称 面 内 同时 发 生 弯 曲 变形 ,变形 后 杆 件 轴线 与 外 力 不 在 同一 
纵向 平面 内 ,这 种 弯曲 变形 称 为 斜 弯 曲 。 


8.2.1 应 力 计 算 


如 图 8-4 所 示 和 矩形 截面 悬臂 粱 , 当 自 由 端的 横向 力 下 通过 截面 形 心 , 且 与 铬 垂 对 称 轴 
成 一 倾斜 角 o 时 ,就 会 发 生 斜 弯曲 。 

将 力 下 沿 y、z 轴 ( 即 形 心 主 惯性 轴 ) 分 解 , 得 

F, = Fsing, Е. = Есозф 

F, 使 梁 在 水 平 对 称 面 ху 面 内 发 生平 面 弯曲 ; F. 使 梁 在 铅 垂 对 称 面 те 面 内 发 生平 面 弯 
曲 。 所 以 梁 在 力 F 作用 下 发 生 的 是 两 个 相互 垂直 平面 内 的 平面 弯曲 的 组 合 变形 一 一 斜 
弯曲 。 

在 梁 的 任意 模 截 面 mw 一 x 上 ,由 下 , МЕ. 单独 作用 时 所 产生 的 弯 矩 分 别 为 

М. = Е,(1— z) = Fsing(l—7x) = Msing 
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(а) (b) 


M, = F.(1— z) = Есозе(/-- z) = Mcosy 
式 中 ,M 二 F(1 一 zx) ,是 横向 力 下 在 横 截 面 m 一 nx ЕТУ УЖ. 
{ЕЙ ИШ m 一 n 的 任意 点 C(y,z) 处 ,由 于 在 += 面 内 的 平面 弯曲 引起 的 正 应 力 为 
z = Mz _ Moose, 


I 1 z (a) 
由 于 在 zy 面 内 的 平面 弯曲 引起 的 正 应 力 为 
„_ My _ Мзшф , 3 а» 


1; ПЕ 
以 上 两 式 中 的 1, 和 分 别 为 横 截 面 对 y 轴 和 x 轴 的 形 心 主 惯性 矩 。 横 截面 上 oo 的 分 布 
如 图 8-5(a) СЫМ. ЖЕЛЕ.” 的 代数 和 即 为 C 点 由 力 下 引起 的 总 应 力 c: ШІ 


s= +Z M( Se. «+ 5°. у) (8-1) 
横 截面 上 总 应 力 о 的 分 布 如 图 8-5(c) 所 示 。 


图 85 


由 于 C 点 的 c 和 of" 均 为 拉 应 力 , 故 取 正 号 。 在 具体 问题 中 ,of 和 a 的 正 负 号 可 根据 弯曲 
变形 来 直接 判断 。 

式 (8-1) 表 示 一 个 平面 方程 , 它 反映 了 横 截 面 上 总 应 力 的 分 布 规律 , 即 总 应 力 在 横 截 面 
上 按 平面 分 布 ( 图 8-5(c)) ,平面 арса 称 为 应 力 平面 。 应 力 平面 与 原 横 截 面 的 交 线 ef 为 一 
直线 ,其 上 各 点 的 总 应 力 为 零 , 故 e 为 斜 弯曲 的 中 性 轴 ( 或 称 为 零 线 )。 显 然 , 横 截面 上 离 中 
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性 轴 最 远 的 点 处 应 力 最 大 。 所 以 车 要 求 得 最 大 正 应 力 , 就 要 首先 确定 中 性 轴 的 位 置 。 
8.2.2 中 性 轴 的 位 置 


因为 中 性 轴 上 各 点 处 的 正 应 力 等 于 零 ,所 以 若 用 уо 、zo 代表 中 性 轴 上 任 一 点 的 坐标 , 则 
将 у HI zo 代入 式 (8-1) 后 ,应 有 


‘MP = +Э#. 0 


故 得 中 性 轴 方 程 为 
ese, q piine, gy o (8-2) 


可 见 , 中 性 轴 是 通过 截面 形 心 的 一 条 斜 直线 ,如 图 8-6 所 示 。 它 将 截面 分 为 受 拉 和 受 压 两 个 
区 域 。 中 性 轴 与 y 轴 的 夹 角 是 


2 I 
tana = > =— tan, (с) 
У ЯР 


定 出 中 性 轴 后 , 即 可 找 出 截面 上 应 力 最 大 的 点 。 

在 一 般 情况 下 ,了 隆 I., 所 以 a 取 p, 即 中 性 轴 与 外 力作 用 平面 不 垂 J 
直 。 这 与 平面 弯曲 的 情况 完全 不 同 。 只 有 当 e=0°,e=90%8 1,=1. 时 ， 
才 有 a 二 pg。 显 见 ,p 二 0 或 pg 二 90" 的 情况 就 是 平面 弯曲 ,相应 的 中 性 轴 就 
是 > 轴 或 x 轴 。 若 截面 为 正方 形 或 圆 形 , 则 过 形 心 的 任 一 轴 都 是 形 心 主 F 从 中 性 轴 
惯性 轴 , 且 了 = 大。 此 时 ,无论 载荷 作用 在 哪个 形 心 主 惯性 平面 内 , 均 有 
ca 一 9, 亦 即 中 性 轴 与 外 力作 用 面 垂直 。 此 即 表 明 ,对 于 圆 形 、 正 方形 等 正 图 8-6 
多 边 形 截面 ,只 要 外 力 通过 截面 形 心 , 就 只 能 在 外 力作 用 平面 内 发 生平 
面 弯曲 ,而 不 会 发 生 斜 弯曲 。 


8.2.3 强度 条 件 


进行 强度 计算 时 , 需 首先 确定 危险 截面 和 危险 截面 上 危险 点 的 位 置 。 对 图 8-4 Ман 
臂 梁 来 说 ,固定 端 截面 为 危险 截面 ,该 截面 的 应 力 分 布 与 图 8-5 相同 。 至 于 危险 点 ,对 于 拢 
形 这 样 的 有 棱角 的 截面 来 说 ,应 是 M, № М. 引起 的 正 应 力 都 达到 最 大 值 的 点 。 显 然 D, 和 
D, 就 是 这 样 的 危险 点 , 且 Di 点 有 最 大 拉 应 力 ,Ds 点 有 最 大 压 应 力 。 此 时 不 需要 确定 中 性 
轴 就 可 确定 危险 点 的 位 置 。 因 为 D, .D, 点 均 处 于 单 向 应 力 状 态 , 所 以 若 设 D, D 点 的 坐 
标 分 别 为 C(m ,= ЖИ Су ,zz), 且 设 材料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 相等 , 则 由 式 (8-1) 得 强 
度 条 件 为 


sa = М (S2 аы HERE + а) Man (е зве) < [Го] а) 
қ Т». 


式 中 ,Moox = ЕЁ. 

对 于 工程 中 常见 的 矩形 . 工 字形 等 截面 都 有 两 个 对 称 轴 上 且 具 有 突出 棱角 ,此 时 的 危险 点 
Я D. 和 D:( 图 8-7), 且 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 相等 ,可 直接 利用 式 (d) 进 行 强度 计算 而 
无 须 确定 中 性 轴 的 位 置 。 对 于 图 8-8 所 示 的 没有 突出 棱角 的 截面 ,必须 首先 由 式 (c) 定 出 中 
性 轴 位 置 ,再 在 截面 周边 上 作 平 行 于 中 性 轴 的 切线 , 切 点 D, 和 D, 就 是 危险 点 。 


о 材料 力学 


8.2.4 变形 计算 
梁 在 斜 弯曲 时 的 变形 也 可 用 春 加 原理 计算 。 仍 以 上 述 悬 臂 梁 为 例 。 在 zy 平面 内 自由 
端 因 F, 而 引起 的 挠 度 为 


пра FL _ Еѕіпф • В 
” ЗЕР, ЗЕТ. 


在 zx 平面 内 自由 端 因 下 。 而 引起 的 挠 度 为 


‚ — Еа? Fcosp。/ 
а: С ЗЕТ, ЗЕІ, 
梁 在 自由 端 由 横向 力 F 引起 的 总 找 度 ww 就 是 w, A w. 的 矢量 和 (图 8-9) , 即 


w= w, + ий (е) 


Сат 
(6) 
图 8-9 
设 总 挠 度 zw 与 > 轴 的 夹 角 为 B, 则 
tang = 一 Prang (р 


п, ‚РТ 1,71. 的 截面 :8 入 p。 这 就 表明 变形 后 梁 的 挠 曲线 与 横向 力 下 不 在 同一 纵向 平 
面 内 ,这 是 斜 弯 曲 与 平面 弯曲 的 本 质 区 别 。 

对 于 圆 形 或 正方 形 等 正 多 边 形 截面 ,其 I, 二 1, 于 是 有 tanp 二 tang,B 一 gp。 表明 变形 后 
梁 的 找 曲 线 与 横向 力 下 仍 在 同一 纵向 平面 内 ,仍然 是 平面 弯曲 。 这 再 次 说 明 , 若 梁 截面 的 
了 二 1:, 则 横向 力作 用 在 通过 截面 形 心 的 任何 一 个 纵向 平面 内 时 , 它 总 是 发 生平 面 弯 曲 , 而 
不 会 发 生 斜 弯曲 。 
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比较 式 (c) 和 式 (D 可 见 , 中 性 轴 与 y 轴 的 夹 角 a 等 于 挠 度 与 > 轴 的 夹 角 B。 故 梁 在 斜 弯 
曲 时 ,中 性 轴 仍 然 垂 直 于 挠 度 w 所 在 平面 。 

ARA >W xOz 面 是 最 大 刚度 平面 ,zOy 面 是 最 小 刚度 平面 。 由 式 (f) 可 以 看 
出 ,8>9p, 即 弯曲 平面 离开 最 大 刚度 平面 的 倾斜 角 大 于 外 力 平面 所 倾斜 的 角度 。 对 于 狭长 截 
面 来 说 ,1,/1: 的 值 相当 大 , 若 用 此 种 截面 的 梁 来 承受 斜 弯曲 ,即使 载荷 的 作用 线 稍微 偏离 = 
оо 值 很 小 ) 时 ,也 将 在 最 小 刚度 平面 zOy 面 内 引起 很 大 的 挠 度 而 使 总 挠 度 对 = 轴 发 生 很 
大 的 偏离 ,这 是 非常 不 利 的 。 因 此 ,在 那些 很 难 估计 载荷 作用 面 与 主轴 平面 是 否 重 合 的 情况 
下 ,设计 时 应 尽量 避免 采用 这 种 Г, ЖИ Г. 相差 很 大 的 截面 ,否则 就 应 该 采取 一 些 结构 上 的 辅 
助 措 施 , 以 防止 梁 在 斜 弯曲 时 发 生 过 大 的 侧 向 变形 。 

【 例 8-11 桥 式 起 重 机 大 梁 为 32a 工 字 钢 , 如 图 8-10(a) 所 示 , 材 料 的 许 用 应 力 [o]= 


160MPa, 梁 长 /二 4m。 起 重 机 小 车 行进 时 ,由 于 惯性 或 其 他 原因 ,使 载荷 下 的 方向 偏离 钠 
重 纵 向 对 称 面 一 个 角度 p, 若 pg 二 15",F= 二 30kN, 试 校 核 梁 的 强度 。 


(a) 


解 : (1) 外 力 分 析 
当 小 车 走 到 梁 跨度 中 点 时 ,吊车 梁 处 于 最 不 利 的 受 力 状态 。 将 下 沿 主轴 y、z 分 解 , 如 
图 8-10(b) 所 示 , 可 得 
F, = Fsing = 30 X sin15° = 7.76(kN) 
F. = Есозф = 30 X cos15° = 29. 0(kN) 
F, МЕ. 将 分 别 使 梁 在 zy Arz 平面 内 发 生平 面 弯曲 。 
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(2) 内 力 分 析 
任 一 横 截面 上 ,由 下. ЖЕ, Ж ЖА М, 和 M-, 弯 和 矩 图 如 图 8-10(c)、(d) 所 
示 。 显 然 , 跨 中 截面 为 危险 截面 ,其 上 的 弯 矩 值 分 别 为 
— ЕЛ _ 29.0Ж4 


My... = 4 Тл = 29.0(kN • т) 
M... = ы - ым =7.76(kN + m) 


(3) 强度 计算 
由 型 钢 表 查 得 32а 工 字 钢 的 两 个 抗 弯 截 面 系数 分 别 为 
W, = 692.2cm°, W. = 70. 8cm° 
显然 ,危险 点 为 跨 中 截面 上 的 尖 角 点 D, 和 D, 两 点 ,Di 有 最 大 拉 应 力 ,D, 有 最 大 压 应 
力 , 且 两 者 数值 相等 ,其 数值 为 


М, ү Маш 29.0 10 7.76 X 10° 
бк — W, ' W. 692.2 X10 | 70.8 x 10° 


= 151.5 X 105 (Pa) = 151. 5(MPa) < [е] = 160(МРа) 
故此 梁 满足 强度 条 件 。 
若 载荷 下 不 偏离 梁 的 铅 垂 纵向 对 称 面 , 即 8 一 0, 则 跨 中 截面 的 最 大 正 应 力 为 


z Мах _ FL/4 30 X 10° х4 
ом, W, 4X692.2X10- 


可 见 ,载荷 方向 仅 偏 离 了 一 个 不 大 的 角度 p, 最 大 正 应 力 就 由 43. ЗМРа 变 为 151. 5МРа,% 
增长 了 2.5 倍 。 这 正 是 由 于 工 字 形 截 面 的 W: АРУ, 的 原因 造成 的 。 因 此 , 若 梁 截面 的 
W. ЖП W, 相差 较 大 时 ,应 注意 斜 弯 曲 对 强度 的 不 利 影响 。 箱 形 截面 梁 在 这 一 点 上 就 比 单一 
工 字 钢 优越 。 

以 上 讨论 了 梁 横 截面 有 对 称 轴 的 情况 。 若 梁 的 横 截 面 无 对 称 轴 , 对 实心 截面 粱 , 当 横 向 
力 通过 截面 形 心 时 (图 8-11(a)) ,应 将 横向 力 分 解 为 沿 形 心 主 惯性 轴 的 两 个 分 量 F, ЖЕ. , 
它们 在 形 心 主 惯性 平面 zy 和 zx 内 分 别 引 起 平面 弯曲 ,最 后 可 将 这 两 个 平面 弯曲 的 应 力 和 
变形 释 加 。 对 于 开口 薄 壁 截面 梁 , 横 向 力 必须 通过 截面 的 弯曲 中 心 , 才 不 致 引起 扭转 。 因 而 
对 这 类 杆 件 来 说 ,应 将 通过 弯曲 中 心 的 横向 力 分 解 成 平行 于 形 心 主 惯性 轴 的 两 个 分 量 
(图 8-11(b)) ,它们 将 分 别 引起 平面 弯曲 ,又 可 用 前 述 方法 进行 计算 。 


43. 3 X 105(Pa) = 43. 3(MPa) 
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8.3 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 


如 果 作 用 在 杆 件 上 的 外 力 除 了 横向 力 外 还 有 轴 向 拉 ( 压 ) 力 , 则 杆 件 将 发 生 弯 曲 与 拉 伸 
(压缩 ) 的 组 合 变形 。 对 于 抗 弯 刚度 EI 较 大 的 杆 ,由 于 横向 力 引 起 的 找 度 很 小 ,因此 , 轴 向 
拉 ( 压 ) 力 所 引起 的 弯 矩 可 以 忽略 不 计 , 即 认为 轴 向 力 和 横向 力 对 杆 件 的 作用 是 互相 独立 的 ， 
合 加 原理 仍然 可 以 应 用 。 

现 以 承受 横向 均 布 载荷 q 与 轴 向 载荷 F 作用 的 直 杆 为 例 (图 8-12(a)), 说 明 弯 曲 与 拉 
伸 ( 压 缩 ) 组 合 时 杆 件 的 强度 计算 方法 。 


由 图 可 知 , 轴 向 载荷 F 使 杆 发 生 轴 向 拉 伸 变 y 
形 , 各 横 截 面 的 轴 力 均 为 Fu = F; 横向 载荷 g 使 杆 z 1 в | 
发 生 弯曲 变形 ,跨度 中 点 横 截 面 的 弯 窍 最 大 , R. е a -十 
M. =Ë, 所 以 杆 件 发 生 弯 曲 与 拉 伸 的 组 合 变 (а) 
形 ,跨度 中 点 横 截 面 为 危险 截面 ,该 截面 上 同时 作 м, сі á 
用 有 轴 力 与 最 大 弯 矩 (图 8-12(b))。 \ Е 4 
在 危险 截面 上 ,与 轴 力 Fx 对 应 的 正 应 力 o ХЕ | 
横 截 面 上 均匀 分 布 ( 图 8-12(c)) ,其 值 为 (b) (9) 
‚ _ Ех Е о с 
“A А ше! 
БУ Ms 对 应 的 正 应 力 必 沿 截面 高 度 线性 分 布 A 
(图 8-12(d)), 纵 坐标 为 y 处 的 弯曲 正 应 力 为 (е) o @ 
„ — Му 
в = Т, 图 8-12 
在 截面 的 上 、 下 边缘 点 取得 的 最 大 值 为 
- Ма _ q 
бы W. SW. 
ЖӘ ЖШ А КУ ЖШ ЕЛЕ — И Su o МЕЖ д’ ЖП о” WARR , Вр 
с=с +" 


ЖЕЛТ IE W JJ o 沿 截面 高 度 的 分 布 情况 分 别 如 图 8-12(e) (ORR WRF o 和 ow 值 
的 相对 大 小 。 显 然 , 杆 件 的 最 大 正 应 力 是 危险 截面 下 边缘 各 点 处 的 拉 应 力 , 且 危 险 点 处 于 单 
向 应 力 状 态 。 故 杆 件 的 强度 条 件 为 
бы: = 58+ T< [o] (8-3) 
当 材 料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 不 相 等 ， 而 且 横 截面 上 总 应 力 分 布 为 图 8-12(e) 时 ， 
则 必须 对 危险 截面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 进 行 强度 计算 。 具 体 计算 时 ,不 要 照 
搬 式 (8-3) ,应 根据 具体 Me. 的 方向 、Fx 的 正 负 以 及 与 它们 对 应 的 应 力 分 布 ,采用 倒 加 法 直 
接 计算 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 
【 例 8-21 简易 摇 臂 吊车 如 图 8-13(a) 所 示 , В ЯНВ ЖК: Е У = 8КМ,а= 30°, AB 
由 两 根 槽 钢 组 成 , 许 用 应 力 [oj=120MPa, 试 按 正 应 力 强度 条 件 选 择 槽 钢 型 号 。 
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Ем 


图 3-13 


м. (1) 受 力 分 析 
横梁 AB 的 受 力 情况 如 图 8-13(b) 所 示 ,由 平衡 方程 求 得 
Е = 25.6КМ, Frar = 22.2kN, Fray 一 4.8kN 
将 下 分 解 为 下 和 下 , 两 个 分 量 。 在 横向 力 F,、Fras 和 W 的 作用 下 ,横梁 AB 发 生 弯曲 
变形 ; 在 轴 向 力 Fra ЖП Е, 的 作用 下 ,横梁 AC 发 生 压 缩 变形 。 所 以 横梁 发 生 的 是 压缩 与 弯 


曲 的 组 合 变形 。 
(2) 内 力 分 析 
分 别 绘 出 横梁 АВ 的 弯 窍 图 和 轴 力 图 如 图 8-13(c)、(d) 所 示 。 可 知 C, 截面 为 危险 截 
面 , 且 有 
Ем, = 22. 2kN, Ma = 12kN * m 
(3) 应 力 计 算 


危险 截面 上 与 Ға ЖІ Mu 对 应 的 压 应 力 和 最 大 弯曲 正 应 力 分 别 为 


го Жыш ж Мы 
2А ° ITW. 


危险 截面 下 边缘 点 有 最 大 应 力 , 且 为 压 应 力 。 其 强度 条 件 为 
сы. = о' +o = De 十 Me < [ç] 


2A 2W. 
(4) 选择 型 钢 并 校 核 强度 
上 式 中 ,A、W; 为 单 根 档 钢 的 横 截 面 面 积 和 抗灾 截面 系数 。 一 般 情况 下 ,弯曲 正 应 力 远 
KTEJ ,开始 试 算 时 ,可 以 先 不 考虑 轴 力 Fo 的 影响 ,只 根据 弯曲 强度 条 件 选取 槽 钢 。 


с 
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Мы _ _ 12 X 10° 
2 о] 2 X 120 X 10° 
查 型 钢 表 ,选取 12.6 5. ИУ. = 62. 1em, A=15. 69cm 。 选 定 槽 钢 后 ,再 按压 缩 和 弯曲 
组 合 变形 进行 强度 校 核 。 
о’ — һе Мы 22.25010 12 X 105 

2A 2W: 2X15.69X10 2х 62.12105 

= 103. 7 X 105 (Pa) = 103. 7(MPa) < [в] = 120(MPa) 

强度 足够 , 故 选 定 12.6 号 槽 钢 。 如 果 强 度 不 够 ,应 再 选 型 号 大 一 些 的 槽 钢 ,并 进行 强度 校 核 


У. > = 50 X 107% (m°) = 50(cm°) 


8.4 偏心 拉 伸 (压缩 ) 和 截面 核心 


8.4.1 偏心 拉 伸 ( 压 缩 ) 


作用 在 直 杆 上 的 外 力 , 当 其 作用 线 与 杆 的 轴线 平行 但 不 重合 时 ,将 引起 偏心 拉 伸 或 偏心 
压缩 。 例 如 厂房 的 立柱 (图 8-14(a)) 受 到 行车 大 梁 传 来 的 载荷 下 ,使 立柱 受到 偏心 压缩 ; 又 
如 钻床 的 立柱 (图 8-14(b)), 因 钻头 受到 压力 下 而 产生 偏心 拉 伸 。 图 中 的 载荷 下 称 为 偏心 
载荷 ; 载荷 下 偏离 杆 件 轴线 的 距离 e 称 为 偏心 距 。 

图 8-15(a) 所 示 为 一 等 直 杆 , 横 截 面 为 矩形 ,y\= 轴 为 其 形 心 主 惯性 轴 ,在 自由 端 截 面 
上 的 点 ACyr ,zr) 处 作用 着 偏心 拉力 F。 为 了 分 析 杆 件 的 应 力 ,把 偏心 拉力 下 向 杆 端 截 面 
的 形 心 0 点 简化 ,得 轴 向 拉力 下 以 及 力矩 分 别 为 My = Ер 5 Ma = Fyr М ЛВ 
(图 8-15(b))。 轴 向 拉力 下 及 力 偶 矩 M。,、M. 为 偏心 拉力 的 等 效力 系 ,将 分 别 使 杆 发 生 轴 
向 拉 伸 和 两 个 相互 垂直 的 纵向 对 称 面 内 的 纯 弯 曲 。 可 见 ,偏心 拉 伸 是 拉 伸 与 弯曲 的 组 合 , 且 
任意 两 个 横 截 面 上 的 内 力 和 应 力 都 相同 。 当 杆 的 抗 弯 刚 度 较 大 时 ,同样 可 按 释 加 原理 求解 。 
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杆 件 在 上 述 力 系 作用 下 , 任 一 横 截面 1 一 1 上 的 任 一 点 C(y,z) 处 (图 8-15(b)), 对 应 于 
轴 力 Ез =Е MAASE М, = М, = Е.М. =Ma = Еур 的 正 应 力 分 别 为 


= 

А A 
„ Mz Fzp*z 
L k 
„ _ M.y _ Fyr ° y 
НИГ нае. 


H T А 点 和 C 点 都 在 第 一 象限 内 ,根据 杆 件 的 变形 知 ,od 和 o” 均 为 拉 应 力 。 于 是 由 又 加 
原理 得 C 点 的 总 应 力 为 

Жанна: Бау Еее (8-4) 
式 中 ,A 为 横 截 面 面 积 : i, 和 i. 分 别 为 横 截 面 对 y 轴 和 > 轴 的 惯性 半径 。 各 项 应 力 在 横 截 
面 上 的 分 布 如 图 8-16(a)、(b)、(c) 所 示 , 图 8-16(d) 为 总 应 力 分 布 图 。 每 一 点 应 力 的 符号 应 
根据 该 点 的 位 置 及 杆 件 的 变形 情况 判定 。 


图 8-16 


式 (8-4) 是 一 个 平面 方程 ,表明 总 应 力 在 横 截面 上 按 平 面 分布 。 由 图 8-16(d) 可 见 , 应 
力 平面 与 横 截 面 的 交 线 为 ef, 其 上 各 点 的 应 力 为 零 , 故 ef 为 偏心 拉 伸 时 的 中 性 轴 。 

横 截面 上 离 中 性 轴 最 远 的 点 应 力 最 大 ,为 此 应 先 确定 中 性 轴 的 位 置 。 令 уо. со 代表 中 
性 轴 上 任 一 点 的 坐标 , 则 由 于 中 性 轴 上 各 点 的 应 力 等 于 零 , 把 y, 和 z 代入 式 (8-4), 即 得 中 
性 轴 方 程 为 


1+ 28° о 一 0 (8-5) 
zy 1 


可 见 , 中 性 轴 是 一 条 不 通过 横 截 面 形 心 的 直线 (图 8-17) 。 中 性 轴 的 位 置 可 由 其 在 у. 两 轴 
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上 的 截 距 a, Ма. 来 确定 。 在 式 (8-5) 中 ,分 别 令 z. =0 和 二 0, 可 以 求 得 截 距 为 
— a; == Ë (8-6) 
УЕ ШЕ 

上 式 表明 , 截 距 ay уа. 分 别 与 力作 用 点 A 的 坐标 值 yener 成 反比 , 且 符 号 相反 ,所 以 中 性 轴 

与 偏心 拉力 下 的 作用 点 A 分 别 位 于 截面 形 心 的 相对 两 侧 ,如 图 8-17 所 示 。 中 性 轴 将 截面 

划分 为 拉 伸 及 压缩 两 个 区 域 ,图 8-17 中 画 阴 影 线 的 部 分 为 受 压 区 域 , 另 一 部 分 为 受 拉 区 域 。 
对 于 周边 无 棱角 的 截面 ,可 作 两 条 与 中 性 轴 平 行 的 直线 与 横 截 面 的 周边 相 切 , 切 点 D. 

和 D, 即 为 模 截面 上 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 所 在 的 危险 点 (图 8-18)。 将 危险 点 D 和 D, 


的 坐标 代入 式 (8-4), 即 可 求 得 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 的 值 。 


а, = 


Ру», 22) 


图 8-18 


对 于 和 矩形. 工 字形 等 周边 具有 棱角 的 截面 ,其 危险 点 必 在 截面 的 棱角 处 ,并 可 根据 杆 件 
的 变形 来 确定 ,如 图 8-17 中 的 D, AA D 点 。 且 D, 点 有 最 大 拉 应 力 ,D, 点 有 最 大 压 应 
力 。 若 D, 点 和 D, 点 的 坐标 分 别 为 (yi ,= ) 和 (ys s22) WA 


бі max | F Е 


к м, ҮМ. 
жүргі ніш 


Fyr F 
A W z 


W А + (8-7) 


бс, пах 


此 时 无 须 先 确定 中 性 轴 的 位 置 。 由 式 (8-7) 还 可 看 出 , 当 外 力 的 偏心 距 ( 即 ук, хр 值 ) 较 小 
时 , 横 截面 上 就 可 能 不 出 现 故 应 力 , 即 中 性 轴 可 能 不 与 横 截面 相交 。 

由 于 危险 点 处 于 单 向 应 力 状态 ,因此 在 求 得 最 大 正 应 力 后 ,就 可 根据 材料 的 许 用 应 力 
[oJ 来 建立 强度 条 件 。 


【 例 8-3] 小 型 压力 机 的 铸铁 框架 如 图 8-19(a) 所 示 。 已 知 材料 的 许 用 拉 应 力 [cj] 王 
30MPa, 许 用 压 应 力 [o.] 二 160MPa, 试 按 立柱 的 强度 条 件 确定 压力 机 的 许可 压力 。 立 柱 
的 截面 尺寸 如 图 8-19(b) 所 示 。 


解 : (1) 截面 几何 性 质 计算 

由 截面 的 几何 尺寸 ,可 求 得 立柱 横 截 面 面 积 、 截 面 形 心 位 置 及 对 形 心 主 惯性 轴 y 的 惯 
性 矩 分 别 为 

А-15Х107%ш?, zo = 7.5cm, І, = 5310cm*“ 

(2) 内 力 分 析 

立柱 发 生 的 是 偏心 拉 伸 。 根 据 任意 截面 mn 以 上 部 分 的 平衡 (图 8-19(c)) ,容易 求 得 
m—n 截面 上 的 轴 力 Ех MEE М, 分 别 为 

Fs = Е, M, = Е(35 +7.5) X 102 = 42.5 X 102 F(kN + m) 
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(3) 应 力 分 析 
横 截面 上 与 轴 力 Fs 对 应 的 是 均匀 分 布 的 拉 应 力 o ,其 值 为 
г D Е ш. É x 10' (Ра) = МР) 
ЗЕ М, 对 应 的 正 应 力 o 按 线性 分 布 , 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 的 值 分 别 是 


Му» _ 42.5 X 10 F X 10š X 7. 5 X 10 


1 
Gomax 


Т, 5310 X 10 ° 
Жы. 5Е x 10° (Ра) = Hii 5F MPa) 
da ма 42. 5 X 102 F хо х 201.5) x 10% 425 X 12.5F x 10t (Pa) 
- 91258 мр 


ЖАМЫЛУ JJ А Ja A Hi СЕН 8-19(c)) ,在 立柱 截面 的 内 侧 边缘 点 产生 最 大 拉 应 力 озах + 
在 截面 的 外 侧 边缘 点 产生 最 大 压 应 力 o..wx ,它们 分 别 为 


Е + 425 Х7.5Е 
15 5310 


| Е _ 425 X 12.5Е 
еді 15 5310 


была = 0 otaa (MPa) 


бак 一 | с 


(4) 由 强度 条 件 确定 LF] 
由 抗 拉 强度 条 件 о, Го, Jf 


(MPa) 


Е | 425Х7.5Е 
= 一 ажын улан = 
Фа = Fg 5310 < 80 


解 得 
Е < 45.0kN 
НСА Е о. Го.) 得 


_ |F 425 х12.5Е 
быш = 45 s310 |< 160 


解 得 
F < 171. ЗЕМ 
要 使 立柱 不 发 生 破坏 , 需 同 时 满足 抗 拉 和 抗 压强 度 条 件 , 故 压力 F 的 许可 值 为 [F]= 


45. ОКМ. 


[Я 8-4] Ж ШЕШ 8-20 (а) тк. НМ Е = 12км, RMR H = 
40mm,p 一 5mm, 材 料 的 许 用 应 力 [o]=100MPa。 加 工 后 发 现 一 侧 出 现 裂纹 ,为 避免 裂纹 
尖端 的 应 力 集中 ,必须 在 这 一 侧切 掉 一 部 分 材料 , 试 求 切口 深度 的 最 大 许可 值 h。 


` Р 
Е 图 += 
< Ел 

(а) (b) 


Е F 


(c) 
图 8-20 
解 : (1) 受 力 分 析 
设 切 口 深度 为 h, 则 切口 部 分 模 截面 的 形 心 已 不 在 外 力 下 的 作用 线 上 ,此 时 的 偏心 距 为 
ЛТТЫ 

(2) 内 力 计算 
杆 件 任 一 横 截 面 的 轴 力 和 弯 矩 都 相同 ,分 别 为 

Fu=F, М-Е-е-Е. 5 


(3) 应 力 计算 
在 杆 件 的 下 边缘 点 产生 的 最 大 应 力 为 


Fu, M_F 2 
m = A TW. =“ д T W. 


(4) 由 强度 条 件 确定 [h] 


由 杆 件 的 强度 条 件 
h 
F. h 
Fy, М F 2 
айтты 元 十 -页 “入 [四 
式 中 ， 
А-ЫН-і. W. = b(H—h/6 
代入 数据 得 
12 х0" X h X 10° 
12 x 10° 2 
< x 10% 
“00-10 5000) 109 < 190 Х 10 
6 
整理 后 即 为 


h? — 128һ + 640 > 0 
解 得 
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h, > 122.8mm, h: < 5. 2mm 
WAR. 不 合 题 意 ,应 舍 去 。 所 以 ,切口 的 最 大 深度 为 h 二 5. 2mm. 
本 题 中 ,车 在 杆 件 的 另 一 侧切 除 同样 的 切口 ,如 图 8-20(c) 所 示 , 则 杆 件 切口 部 分 又 变 
为 均匀 拉 伸 ,其 应 力 为 


Ех Е 12 X 10 
А ЪСН — 2h) 5040—2 х 5.2) х 10° 


Ж ау DL. {ЯЛ E AS EF pR ЖИИ ЁТ Л. y 77 А ЕЕ — ТЕЛЕН 2 ЖЕ ВН Ў 
偏心 引起 的 弯 矩 对 拉 压 杆 的 强度 影响 很 大 ,应 给 予 足够 的 重视 。 


8.4.2 截面 核心 


如 前 所 述 , 当 偏 心 拉力 下 的 偏心 距 较 小 时 , 杆 横 截面 上 就 可 能 不 出 现 压 应 力 。 同 理 , 当 
偏心 压力 下 的 偏心 距 较 小 时 , 杆 的 横 截面 上 也 可 能 不 出 现 拉 应 力 。 在 土建 工程 中 ,混凝土 
构件 及 砖 石 建筑 物 具有 抗 压 性 能 好 而 抗 拉 性 能 差 的 特点 , 当 其 受 偏心 压力 作用 时 ,希望 在 构 
件 横 截 面 上 只 有 压 应 力 而 不 出 现 拉 应 力 。 由 于 中 性 轴 是 横 截 面 上 拉 应 力 与 压 应力 的 分 界 
线 , 为 使 截面 上 只 有 一 种 应 力 ,就 必须 使 中 性 轴 不 穿 过 横 截 面 而 位 于 横 截 面 之 外 ,其 临界 情 
况 是 中 性 轴 与 横 截 面 周边 相 切 。 由 式 (8-6) 可 见 , 对 于 给 定 的 截面 ,i ,i 均 为 定 值 ,中 性 轴 
的 位 置 完 全 由 偏心 力作 用 点 的 位 置 уро хр 所 确定 。yF осе 值 越 小 ,a, Ша, 值 就 越 大 , 即 外 
力作 用 点 离 形 心 越 近 ,与 其 对 应 的 中 性 轴 就 离 形 心 越 远 ,甚至 移 到 横 截面 以 外 去 。 因 此 , 当 
外 力作 用 点 位 于 横 截 面 形 心 附 近 的 一 个 区 域内 时 ,就 可 以 保证 中 性 轴 不 与 横 截面 相交 ,这 个 
区 域 称 为 截面 核心 。 当 外 力作 用 在 截面 核心 的 边界 上 时 ,与 其 对 应 的 中 性 轴 就 正好 与 截面 
的 周边 相 切 (图 8-21)。 利 用 这 一 关系 就 可 以 确定 截面 核心 的 边界 。 

图 8-21 表示 一 任意 形状 的 横 截 面 。 要 确定 其 截 
面 核心 边界 时 , 先 选 定 截面 形 心 为 坐标 原点 ,以 形 心 主 
惯性 轴 y、z 为 两 个 坐标 轴 。 将 与 截面 周边 相 切 的 任 一 
直线 〇 看 作 是 中 性 轴 , 它 在 y、z 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 
为 a, Ма. 。 据 此 由 式 (8-6) 求 得 与 该 中 性 轴 对 应 的 
外 力作 用 点 1, 也 即 截面 核心 边界 上 一 个 点 的 坐标 : 


й й 

Ув = 一 一 ， ақ => 
1 

а а, 


同样 ,分 别 将 与 截面 周边 相 切 或 外 接 的 直线 @， 
图 .… 看 作 是 中 性 轴 , 并 依次 按 上 述 方法 求 得 与 它们 对 
应 的 截面 核心 边界 上 的 点 2,3,… 的 坐标 。 连 接 这 些 点 得 到 的 一 条 封闭 曲线 ,就 是 截面 核心 
的 边界 ,该 边界 曲线 所 包围 的 阴影 线 部 分 即 为 截面 核心 (图 8-21)。 下 面 以 圆 形 和 和 托 形 截面 
为 例 ,说 明 截 面 核心 边界 的 具体 求法 。 

对 于 图 8-22 所 示 的 直径 为 d 的 圆 截面 ,由 于 其 截面 对 于 圆心 O 是 极 对 称 的 ,因而 截面 
核心 的 边界 对 于 圆心 O 也 应 是 极 对 称 的 ,也 是 以 О 为 圆心 的 一 个 圆 。 作 一 条 与 圆 截 面相 切 
于 A 点 的 直线 四 ,并 将 其 视 为 中 性 轴 , 取 ОА 为 y 轴 , 则 中 性 轴 @ 四 在 y、z 两 个 形 心 主 惯 性 轴 
上 的 截 距 分 别 为 


81.1 X 10° (Ра) = 81. 1(MPa) 


第 8 章 组 合 变形 


225 


HRT $= = E ,将 以 上 各 值 代入 式 (8-6) 得 到 与 中 性 轴 中 对 应 的 截面 核心 边界 上 点 
1 的 坐标 为 
В алва ё 
7-4 а ж ЖЫ шс? 
于 是 可 知 , 截 面 核心 边界 是 一 个 以 O 8 МЕ. 


对 于 边 长 为 5 和 六 的 矩形 截面 (图 8-23) ,对 称 轴 y、z 即 为 其 形 心 主 惯性 轴 , 且 


图 8-22 图 8-23 
当中 性 轴 Q@ 与 AB 边 相 切 时 ,其 在 坐标 轴 上 的 截 距 分 别 为 
аы ае 
于 是 ,由 式 (8-6) 可 求 得 与 中 性 轴 中 对 应 的 截面 核心 边界 上 点 1 的 坐标 为 
а а эшш Sp. 


同 理 ,当中 性 轴 为 分 别 与 BC、CD 和 DA 边 相 切 的 直线 加、 田 和 四 时 , 求 得 相应 的 截面 核心 
边界 上 点 2、3、4 的 坐标 依次 为 


Уғ, = 0 — h Ук, = 0 
т Ув, =g 
mpap 
ао хв, = 0 ов 
这 样 就 得 到 了 截面 核心 边界 上 的 4 个 点 。 当 中 性 轴 从 截面 的 一 个 侧 边 绕 截 面 的 顶点 旋转 到 
其 相 邻 边 时 ,例如 当中 性 轴 绕 顶点 妃 从 直线 四 旋转 到 直线 思 时 ,将 得 到 一 系列 通过 В 点 但 


斜率 不 同 的 中 性 轴 ,而 已 点 的 坐标 ys ов 是 这 一 系列 中 性 轴 上 所 共有 的 ,将 其 代入 中 性 轴 
方程 (8-5) 得 

Рае у,-0 
由 于 上 式 中 的 ya 、zs 为 常数 ,因此 该 式 就 可 看 作 是 表示 外 力作 用 点 坐标 ук 与 р 间 关 系 的 
直线 方程 。 即 当中 性 轴 绕 B 点 旋转 时 ,相应 的 外 力作 用 点 移动 的 轨迹 是 一 条 连接 1.2 两 点 


的 直线 。 于 是 ,将 1.2.3.4 四 点 中 的 相 邻 的 两 点 以 直线 相连 , 即 得 矩形 截面 的 截面 核心 边 
界 。 它 是 一 个 位 于 截面 中 央 的 萎 形 ,其 对 角 线 长 度 分 别 为 h/3 和 0/3. ИР 8-23 所 示 。 
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对 于 具有 棱角 的 截面 , 均 可 按 上 述 方法 确定 截面 核心 。 对 于 周边 有 凹 人 部 分 的 截面 ( 例 
如 槽 形 . 工 形 . 工 字形 截面 等 ) ,在 确定 截面 核心 的 边界 时 ,不 能 取 与 凹 人 部 分 的 周边 相 切 的 
直线 作为 中 性 轴 , 因 为 这 种 直线 显然 是 要 穿 过 截面 的 ,中 性 轴 必 须 
滑 过 周边 的 四 入 部 分 。 例 如 ,图 8-24 所 示 截 面 ,当中 性 轴 分 别 与 
AB.BC.CD.DF 连 线 及 FA 重合 时 , 求 得 相应 的 截面 核心 边界 上 
的 点 分 别 为 1.2、3、4、5 五 点 ,用 直线 依次 将 这 些 点 中 的 相 邻 两 点 
连接 起 来 , 即 得 截面 核心 边界 。 若 不 采用 滑 过 凹 角 的 DF 作为 中 
性 轴 ,而 是 采用 通过 凹 角 顶 点 的 DE 或 ЕЕ 作为 中 性 轴 , 则 是 错 
图 8-24 误 的 。 


8.5 扭转 与 弯曲 的 组 合 


扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 在 机 械 工程 中 是 很 常见 的 ,例如 齿轮 传动 轴 、 皮 带 轮 传动 轴 、 电 
机 轴 、 曲 柄 轴 等 轴 类 构件 。 由 于 大 多 数 轴 都 是 圆 截 面 , 故 本 节 以 圆 截 面 轴 为 研究 对 象 , 讨 论 
杆 件 发 生 扭转 与 弯曲 组 合 变形 时 的 强度 计算 。 

图 8-25(a) 所 示 直 角 拐 处 于 水 平 位 置 。 其 AB 段 为 一 等 截面 圆 杆 ,A ЙЫН. YE E fA 
的 自由 端 作 用 有 铬 垂 向 下 的 集中 力 下 。 为 分 析 AB 的 内 力 , 首 先 将 下 向 AB 杆 右 端 B 截面 
的 形 心 简 化 ,得 到 一 个 作用 于 杆 端的 横向 力 F 和 一 个 作用 在 杆 端 截面 内 的 力 偶 矩 M. = Fa 
(图 8-25(b))。 此 横向 力 正 使 杆 AB 发 生 弯 曲 变 形 ,此 力 偶 M. 使 杆 发 生 扭转 变形 ,因而 
АВ 杆 发 生 弯曲 与 扭转 的 组 合 变形 。 


ЕІ 


图 8-25 
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作出 AB 杆 的 弯 和 矩 图 和 扭矩 图 (图 8-25(c)、(Cd)) ,由 图 可 见 ,固定 端 截面 A 为 危险 截 
面 ,该 截面 上 的 弯 矩 和 扭矩 值 分 别 为 
Ми. = Е, Ты = M, = Ға 
现在 分 析 A 截面 上 的 应 力 情况 ,以 确定 危险 点 的 位 置 。 由 弯曲 和 扭转 的 应 力 分 布 规律 
知 ,危险 截面 上 的 最 大 弯曲 正 应 力 о 发 生 在 铅 垂 直径 的 上 `、 下 两 端点 О, „О, 处 (图 8-25(e))， 


ИН о Мек, 而 最 大 扭转 切 应 力 г 发 生 在 截面 周边 各 点 处 (图 8-25(e)) ,其 值 为 r= 


Ts= ”因此 危险 截面 上 的 危险 点 为 点 D, 和 点 D; 。 对 于 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 相等 的 盟 


eee 为 此 ,可 取 其 中 任 一 点 (如 D, 点 ) 来 校 核 。 

围绕 D, 点 分 别 用 横 截 面 、 径 向 纵 截面 和 周 向 纵 截 面 截取 单元 体 ,得 D, 点 处 的 应 力 状 
态 如 图 8-25(f) 所 示 ,其 平面 单元 体 如 图 8-25(g) 所 示 。 可 见 D, 点 处 于 平面 应 力 状态 ,应 按 
强度 理论 对 其 进行 强度 校 核 。 


Di 点 的 三 个 主 应 力 为 
"oga SGT. а-о 


бз 
对 于 用 塑性 材料 制 成 的 杆 件 ,选用 第 三 或 第 四 强度 理论 来 建立 强度 条 件 。 若 用 第 三 强 
度 理论 , 则 强度 条 件 为 
са = оу—о; = Je + 4Z < [o] (8-8a) 
若 用 第 四 强度 理论 , 则 强度 条 件 为 


(Шо 0)? + (® — о,)# + (о, 91) = з А 07 < [s] (8-8b) 


将 o 一 史 关 ,一 了 及 圆规 而 的 W, 一 2 一双 代入 式 (8-8), 得 到 贺 杆 寺 握 组合 变 形 时 
NA 


z 2 

ва (М) -4(2) x дун 去 中 (8-9a) 
2 2 

М) +h) Мы +0. 79 Tom < [ao] (8-9b) 


ГІЗ 


求 得 危险 截面 的 弯 和 矩 Ma 和 扭矩 Ts 后 ,利用 式 (8-9a) 或 式 (8-9b) 进 行 强度 计算 比较 
简单 。 以 上 两 式 也 适用 于 空心 圆 截 面 杆 ,但 不 适用 于 非 圆 截面 杆 , 因 为 前 者 也 有 W, = 2W 
的 特点 ,而 后 者 则 无 此 关系 。 

实际 问题 中 ,有 很 多 情况 下 轴 的 变形 是 两 个 相互 垂直 平面 内 的 弯曲 和 扭转 的 组 合 。 分 
析 时 按 各 个 平面 内 的 弯曲 及 扭转 分 别 计算 后 进行 琶 加 即 可 。 而 对 于 圆 截 面 轴 , 在 两 个 相互 
垂直 平面 内 弯曲 时 ,由 于 圆 截 面 杆 不 可 能 发 生 斜 弯曲 , 故 最 大 弯曲 正 应 力 可 按 危 险 截 面 上 最 
KERS H M= VME FM 进行 计算 。 

工程 中 除了 弯 扭 组 合 的 构件 外 ,还 有 拉 压 与 扭转 的 组 合 . 或 者 拉 压 、 弯 曲 与 扭转 的 组 合 
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变形 ,运用 相同 的 分 析 方 法 , 仍 可 用 式 (8-8) 进 行 强度 计算 。 

【 例 8-51 图 8-26(a) 所 示 钢 制 实心 圆 轴 上 装 有 齿轮 СЯО. Ш С БЕЛИТЕ ЫЈ 
向 力 5kKN、 水 平 径 向 力 1. 82kN; 齿轮 D 上 作用 有 水 平 切 向 力 10kN、 铅 垂 径 向 力 
3. 64kN。 人 齿轮 C.D 的 节 圆 直径 分 别 为 dc 二 400mm,do 二 200mm 。 轴 的 许 用 应 力 [oj] 二 
100MPa, 试 按 第 四 强度 理论 设计 轴 的 直径 4. 


Мат JskN IkN:m 13.64kN 
(b) Ра |с K. | 


© ШШШ ы 
Т 


IkN-m 
0.227kN-m 
(d) 
м. 


0.568kN-m 
(e) 


8-26 


解 : (1) 外 力 的 平移 、 简 化 

将 每 个 齿轮 上 的 切 向 外 力 向 轴 的 截面 形 心 处 简化 ,得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 ( 图 8-26(b))。 
于 是 可 得 使 轴 产 生 扭转 和 在 zy ez 两 个 纵向 对 称 面 内 发 生 弯 曲 的 三 组 外 力 。 

(2) 内 力 分 析 

分 别 作出 轴 的 扭矩 图 及 在 ту 和 zz 面 内 的 两 个 弯 矩 图 ,如 图 8-26(c)、(d)、(e) 所 示 。 

对 于 圆 截 面 轴 ,由 于 通过 轴线 的 任 一 平面 都 是 纵向 对 称 面 , 故 当 轴 上 的 外 力作 用 在 相互 
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重 直 的 两 个 纵向 对 称 面 内 时 ,可 将 外 力 在 同一 横 截面 内 产生 的 两 个 弯 矩 按 矢量 和 求 得 总 弯 
JE, ,并 用 总 弯 矩 来 计算 该 截面 上 的 正 应 力 。 由 轴 的 两 个 弯 失 图 可 知 ,总 弯 窍 最 大 的 截面 只 可 
能 是 C sk B 截面 ,该 两 截面 上 的 总 弯 矩 分 别 为 

Мс = V(M5) + (МО? = V0.568: + 0. 2272 = 0. 612(kN + m) 


Ms = (М)? + (MPD: = ./0.364° + Г = 1.06(kN + m) 
由 于 Ms >Мс, М CD 段 扭矩 值 为 一 常量 , ЕКІ B 是 危险 截面 ,该 截面 的 内 力 值 为 : 
Me = 1.06kN • m 
扭矩 
Тв =— 163 • m 
ЛШ В WABE М, 的 作用 面 如 图 8-26(f) 所 示 。 
(3) 由 强度 条 件 设 计 轴 径 
由 式 (8-9b) 得 强度 条 件 
o, = УМО. ТЭ L 32 JM FO TST; < Co] 
于 是 


3 3 
ды N= М% 0. 751% Ат 1.062 + 0.75 X17 X 10° 
ый zlo] x X 100 X 10% 


= 0. 0519(т) = 51. 9(mm) 
所 以 , 轴 的 直径 为 4:>51. 9mm, 


8.6 组 合 变形 的 普遍 情况 


在 最 一 般 的 情况 下 , 杆 件 横 截 面 上 的 内 力 分 量 共有 6 个 , 即 沿 杆 件 轴线 和 两 个 形 心 主轴 
的 轴 力 Ех. 0727 Ез, Ех BE M,.M. 及 扭矩 
下 ,如 图 8-27 所 示 。 在 这 6 个 内 力 分 量 中 , 轴 力 
Fy 对 应 着 拉 压 变形 ,相应 的 正 应 力 可 按 轴 向 拉 
压 计算 ; 前 力 Fs, 和 下 s 分 别 对 应 着 xy 和 zx Ж 
面 内 的 剪 切 变形 ,相应 的 切 应 力 可 按 横 力 弯曲 时 
切 应 力 的 计算 公式 计算 ; М, ЖІМ. JBE ,分别 
对 应 着 zz 和 zy 平面 内 的 弯曲 变形 ,相应 的 弯 
曲 正 应 力 可 按 弯曲 理论 计算 ; T 为 扭矩 ,对 应 着 
扭转 变形 ,相应 的 切 应 力 可 按 扭转 理论 计算 。 这 
6 个 内 力 分 量 分 别 对 应 着 四 种 基本 变形 ,是 组 合 
变形 的 最 普遍 情况 。 

和 加 上 述 各 内 力 分 量 对 应 的 应 力 , 即 为 组 合 
变形 时 的 应 力 。 其 中 ,与 Fy、M, 和 M. 对 应 的 
是 正 应 力 , 可 按 代数 琶 加 。 与 Fs Fs AT ХЛ 
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的 是 切 应 力 ,应 按 矢量 相 加 。 例 如 с V 蕊 十 蕊 。 可 见 , 横 截面 上 任意 一 点 处 的 应 力 应 为 各 
内 力 分 量 引起 的 正 应 力 、 切 应 力 的 琶 加 结果 。 这 与 弯 扭 组 合 的 应 力 倒 加 无 本 质 区 别 。 

与 横 力 弯曲 的 强度 计算 相似 ,以 上 求 得 的 各 种 应 力 中 ,与 Fs, 和 下 s: 对 应 的 切 应 力 数值 
很 小 ,一 般 可 略 去 不 计 。 

在 上 述 6 个 内 力 分 量 中 ,如 有 某 些 分 量 等 于 零 , 就 可 得 到 前 面 讨论 的 某 一 种 组 合 变形 。 
Л, 4 Еу=0 时 ,就 是 扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 ; Ч Т0. Fs = Е. =0 时 ,就 是 偏心 拉 伸 
(压缩 ); 当 T=0,FN= 一 0 时 , 杆 件 变 为 在 两 个 形 心 主 惯性 平面 xy 和 zz 内 的 弯曲 变形 的 组 
合 , 即 斜 弯曲 。 

综 上 所 述 ,组 合 变形 普遍 情况 下 的 强度 计算 与 前 一 节 类 似 。 即 由 内 力图 判断 出 危险 截 
面 ,根据 应 力 分 析 判 断 危险 点 ,分 别 求 出 各 内 力 分 量 在 最 危险 点 处 引起 的 正 应 力 和 切 应 力 并 
分 别 秋 加 后 ,根据 危险 点 的 应 力 状态 选择 适当 的 强度 理论 进行 强度 计算 。 


思考 题 


8-1 试 求 图 示 各 杆 指 定 截面 A МВ 上 的 内 力 分 量 , 坐 标 系 如 图 所 示 。 


思考 题 8-1 图 


8-2 ”图 示 为 甚 辟 梁 的 各 种 横 截 面 形状 ,A 为 弯曲 中 心 。 若 作用 于 自由 端的 横向 载荷 F 
的 作用 线 如 图 中 虚线 所 示 , 试 指 出 哪 种 情况 是 平面 弯曲 。 如 非 平面 弯曲 ,将 为 哪 种 变形 ? 
8-3 在 分 析 组 合 变形 的 应 力 时 ,常常 需要 进行 力 的 分 解 和 简化 , 即 用 等 效力 系 代 蔡 原 
力 系 的 作用 。 试 以 下 列 三 个 构件 为 例 ,说 明 哪 些 简化 是 合理 的 ,等 效 蔡 代 的 原则 是 什么 。 
8-4 图 示 矩 形 和 圆 形 截面 杆 , 其 危险 截面 上 的 弯 矩 为 M, 和 М. ,试问 : 


D 危险 点 的 应 力 为 no 一 ad 


M. 
w, Lw. "正确 吗 ? 


思考 题 8-3 图 


(2) 指出 危险 点 的 位 置 。 M, 

8-5 关于 偏心 拉 压 的 中 性 轴 , 下 列 结论 
中 正确 的 是 ( № 

СА) 中 性 轴 的 位 置 与 载荷 的 作用 点 有 т 


M. 

关 , 与 载荷 的 大 小 无 关 ; Ë 
СВ) 中 性 轴 方 程式 (8-5) 中 ,y、z 是 一 对 

任意 选 定 的 正 交 坐标 轴 ; R 
(C) 中 性 轴 和 外 力作 用 点 位 于 截面 形 心 思考 题 8-4 图 

的 两 侧 ; 
(D) 中 人 性 轴 可 能 在 截面 之 外 。 
8-6 直径 为 d 的 圆 截 面 悬臂 粱 承受 外 力 F, 和 F, 的 作用 如 图 所 示 。 其 危险 点 的 应 力 


可 否 用 下 式 计 算 ? 为 什么 ? 若 不 能 ,应 怎样 计算 ? 


M, 7 
om = Mes = (+ т) 
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8-7 斜 弯曲 及 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 变形 时 ,强度 计算 是 否 采用 强度 理论 ? 为 什么 ? 
8-8 决定 截面 核心 的 因素 是 ( № 


СА) 材料 的 力学 性 能 ; (B) 杆 件 截面 的 形状 与 尺寸 ; 
(C) 载荷 的 大 小 与 方向 ; (D) 载 荷 作用 点 的 位 置 。 


8-9 圆 杆 受 力 如 图 所 示 。 问 : (1) 危 险 截面 和 危险 点 在 哪里 ? (2) 危 险 点 的 应 力 状态 
如 何 ? (3) 按 第 三 强度 理论 ,有 人 列 出 下 面 两 种 形式 的 强度 条 件 : 


on = P+ ШЕТЕН = 


a- SEET < 
哪 一 种 是 正确 的 ? 为 什么 ? 


a a 


一 | 


思考 题 8-6 图 思考 题 8-9 图 


8-10 试 说 明 下 列 计算 相 当 应 力 的 公式 的 适用 范围 : 
(1) cas 王 ol 一 03 
D в„= УМЕЕТ 


(3) ов = V +41? 
习题 


81 EBEA q 的 均 布 载 荷 作 用 的 矩形 截面 简 支 梁 如 图 所 示 。 其 载荷 作用 面 与 梁 的 
纵向 对 称 面 间 的 夹 角 为 a 二 30", 梁 材料 的 弹性 模 量 E= 10СРа, ЛЛУ JJ [o ]= 12MPa, VF uf 
Га). 梁 的 尺寸 为 /二 4m,h 二 160mm,6 二 120mm。 试 校 核 此 梁 的 强度 和 刚度 。 


题 8-1 图 
82 图 示 悬 臂 梁 承 受 载荷 F, УЕ, 作用 ,已 知 F, =0. 8REN.F,=1. 6КМ,/= 1, Е 


应 力 [oj 二 160MPa。 试 分 别 按 下 列 要 求 确定 截面 尺寸 : 


(1) 截面 为 矩形 , 生 一 2 (2) 截 面 为 圆 形 。 


8-3 图 示 一 斜 粱 AB, 其 横 截面 为 正方 形 , 边 长 为 100mm。 若 下 二 3kN, 试 作 梁 的 轴 力 
图 及 弯 秆 图 ,并 求 模 截面 上 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 


{ 


题 8-2 图 


题 8-3 图 


8-4 ”图 示 简 支 梁 ,车 许 用 应 力 [o] 二 160MPa, 下 二 7kN, 试 为 其 选择 工 字 钢 型 号 (提示 : 
标准 工 字 钢 W/W, 三 5~~15, 计 算 时 可 先 在 此 范围 内 选 一 比值 , 待 选 定型 号 后 再 进一步 校 核 


梁 的 强度 ) 。 
A | B 
及 С Ен 7 
题 8-4 图 
8-5 


- 端 固定 ,中 部 开 有 切 槽 的 杆 如 图 所 示 。 若 F 王 1kN, 试 指出 杆 中 危险 点 的 位 置 ， 
并 求 杆 内 的 最 大 正 应 力 。 

8-6 图 示 起 重 架 的 最 大 起 重量 (包括 行走 小 车 等 ) 为 下 =40kN ,横梁 AC 由 两 根 No. 18 
槽 钢 组 成 ,材料 的 许 用 应 力 [oj] 二 120MPa, 试 校 核 横 梁 的 强度 。 


题 8-5 图 
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8-7 如 图 示 简 易 起 重 机 ,已 知 a=3m,b=1m,F=36kN,[o]=140MPa. RH AD 杆 
选择 一 对 槽 钢 截 面 。 

8-8 ”图 示 压 力 机 框架 由 灰 口 铸铁 制 成 。 许 用 拉 应 力 [o.] 二 30MPa, 许 用 压 应 力 [6.] 二 
80MPa。 试 校 核 框 架 立 柱 的 强度 。 


ЖШ т—п 
题 8-7 图 题 8-8 图 
8-9 ”刚性 平板 放置 在 工 字形 截面 (A=7.35X10;mm? ,二 一 1.16X10smmt) 的 短 柱 上 ， 


受 力 如 图 所 示 。 现 在 短 柱 两 侧面 中 心 线 处 测 得 铬 垂 方向 的 正 应变 分 别 为 ea = — 400 X 
107% ,es 一 一 300X10 ,已 知 Е--210С6Ра.ЖЖ Б.Ғ; 的 数值 。 


题 8-9 图 


8-10 ”正方 形 截 面 钢 杆 ,截面 尺寸 为 12mmX12mm, 以 两 种 不 同方 向 的 弯曲 制 成 图 示 
之 机 械 零件 。 车 最 大 正 应 力 不 超 过 120MPa, 试 求 两 种 情形 下 外 加 载荷 下 的 许 用 值 。 


题 8-10 图 


8-1 图 示 杆 件 , 同 时 承受 横向 力 与 偏心 压力 作用 , 试 确定 下 的 许可 值 。 已 知 许 用 拉 
应 力 [cj] 王 30MPa, 许 用 压 应 力 [co 一 90MPa。 

8-12 三 种 不 同 的 截面 及 受 力 的 杆 有 相同 的 横 截 面 面 积 , 受 力 如 图 所 示 。 试 证 明 : 

Q) 三 者 最 大 压 应 力 之 比 为 4: 5 : 7; 
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(2) 三 者 最 大 拉 应 力 之 比 为 2: 3 : 5。 


题 8-11 图 题 8-12 图 


8-13 ”图 示 和 矩形 截面 钢 杆 ,hh 二 25mm,b 二 5mm。 用 应 变 片 测 得 上 、 下 表面 的 纵向 线 应 
变 分 别 为 6 二 1.0X107 与 6 二 0.4X10 习 ,材料 的 E=210GPa。 

(1) 绘 出 横 截面 上 的 正 应 力 分 布 图 ; 

(2) 求 偏心 距 e 和 拉力 下 的 数值 ; 

(3) 证 明 在 线 弹性 范围 内 ， 
6—6 h 

Ea HE 6 

8-4 ”矩形 截面 的 铝 合金 杆 承 受 偏心 压力 如 图 所 示 。 今 测 得 杆 侧 面 A 点 处 的 纵向 线 
DEZE e =500 X 107° ,材料 的 下 =70GPa, 许 用 应 力 [o]=100MPa。 试 求 偏心 压力 下 的 数值 ， 
并 校 核 此 杆 强度 。 


e 


题 8-13 图 


8-15 试 确定 图 示 各 截面 的 截面 核心 边界 。 

8-16 图 示 铁 道路 标 圆 信 号 板 , 装 在 外 径 П-ботт 的 空心 圆柱 上 。 信 和 号 板 所 受 的 最 
ХАЖ p= 二 2kN/m?* 。 若 材料 的 [oj] 二 60MPa, 试 按 第 三 强度 理论 选择 空心 柱 的 厚度 。 

8-17 ”图 示 传 动 轴 , 传 递 功率 为 lohp(lhp=0.735kN * m/s) ,转速 为 100r/min。A & 
上 的 皮带 拉力 是 水 平 的 ,B 轮 上 的 皮带 拉力 是 铬 垂 的 ,二 轮 直 径 均 为 60cm, R. T, > Т, й 
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题 8-15 图 


T; 二 1. 5kN。 设 轴 的 许 用 应 力 [oj] 二 85MPa, 轴 的 直径 4 一 60mm, 试 按 最 大 切 应 力 理论 校 核 
轴 的 强度 。 


题 8-16 图 题 8-17 图 


8-18 如 图 所 示 的 轴 AB 上 装 有 两 个 轮子 ,作用 在 轮子 上 的 力 为 F, 和 F, ,并 使 轴 处 于 
平衡 状态 。 已 知已 =3kN, 轴 的 许 用 应 力 [oj] 二 60MPa, 试 按 最 大 切 应 力 理论 设计 轴 的 直 
Жа. 
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8-19 ” 手 摇 绞车 如 图 所 示 , 轴 的 直径 4 二 30mm, 材 料 的 许 用 应 力 [o] 二 80MPa, 试 按 第 
三 强度 理论 , 求 绞车 的 最 大 起 吊 重 量 Fo 


题 8-19 图 


8-20 ”图 示 齿 轮 传动 轴 , 已 知 [oj 二 120MPa, 试 按 第 四 强度 理论 选择 轴 的 直径 do 

8-21 某 种 型 号 的 水 轮机 主轴 的 示意 图 如 图 所 示 。 水 轮机 组 的 输出 功率 为 P= 
37 500kW ,转速 为 zx 一 150r/min, 已 知 轴 向 推力 F. 二 4800kN, 转 轮 重 G 王 390kN ,主轴 内 径 
А= 340тт, 4 D=750mm. А Ж G 王 285kN ,主轴 材料 的 许 用 应 力 Lo] 王 80MPa。 试 按 第 
四 强度 理论 校 核 主 轴 的 强度 。 


题 8-20 图 题 8-21 图 


8-22 图 示 皮 带 轮 传动 轴 传 递 的 功率 P = ТКМ, ## š п = 200г/ шіп, ЖЕНЕ G= 
1.8КМ„ ЕН ЕД 7) Е, 与 齿轮 节 圆 切线 的 夹 角 ( 即 压力 角 ) 为 20"。 轴 材料 的 许 用 应 
力 [oj 二 80MPa。 试 按 第 三 强度 理论 设计 轴 的 直径 а. 


F, =2F, 
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8-23 图 示 圆 截面 杆 受 F.M, 作用 。 已 知 Е= 15КМ, М. = 1. 2КМ * m,d =50mm, 
[oc] 二 100MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 其 强度 。 

8-24 图 示 圆 截面 杆 , 已 知 Fi =500N,F,=15kN,M,=1.2kN + m,d 二 50mm,[o]= 
120МРа,/=900тт, 试 按 第 三 强度 理论 校 核 其 强度 。 


题 8-23 


8-25 ”图 示 直 径 为 20mm 的 折 杆 , 左 端 固定 。 外 力 
下 与 Q@ 作 用 在 自由 端 ,其 方向 分 别 与 xz 轴 和 < 轴 平 行 。 
已 知 材料 的 许 用 应 力 [c]= 160MPa, 试 校 核 该 杆 的 
强度 。 

8-26 图 示 圆 截面 杆 受 横向 力 民 和 扭转 外 力 偶 矩 M. 
作用 。 今 测 得 杆 表 面 A 点 处 沿 轴线 方向 的 线 应 变 se = 
4X10“, 杆 表面 巨 点 处 沿 与 母线 呈 一 45 角 方 向 的 线 应 
变 ej4s: 二 3.75X10 尼 。 已 知 杆 的 抗 弯 截 面 系数 W = 
6000mm ,弹性 模 量 Е = 200СРа. ЖЮ ЊК 0. 25, 许 用 
应 力 [oj] 二 140MPa, 试 按 第 三 强度 理论 校 核 该 杆 的 强度 。 Æ 8-25 图 


8-27 一 折 杆 ABC 如 图 所 示 。 材 料 的 许 用 应 力 [c]=120MPa。 试 按 第 四 强度 理论 校 
É AB 杆 的 强度 。 


9.1 概述 


前 面 在 讨论 拉 伸 (压缩 ) 与 扭转 变形 时 ,都 曾 引出 了 外 力 功 等 于 应 变 能 的 概念 。 其 实 , 这 

一 概念 可 以 推广 到 任意 变形 的 弹性 体 。 即 ,弹性 体 在 外 力作 用 下 变形 ,引起 载荷 作用 点 沿 其 

作用 方向 的 位 移 , 外 力 因 此 而 做 功 ; 另 一 方面 ,弹性 体 因 变 形 而 积 蕾 了 能 量 一 一 应 变 能 。 若 

作用 在 弹性 体 上 的 外 力 是 从 零 开始 缓慢 增加 到 最 终 值 , 则 弹性 体 在 变形 过 程 中 的 每 一 瞬间 

都 处 于 平衡 状态 , 即 除 应 变 能 外 ,动能 及 其 他 能 量 的 变化 均 可 忽略 不 计 。 根 据 能 量 守恒 定 
律 ,外力 所 做 的 功 W 在 数值 上 等 于 弹性 体 的 应 变 能 У. BI 

W = У, (9-1) 


由 式 (9-1) 表 达 的 原理 称 为 功能 原理 。 

在 弹性 范围 内 ,应 变 能 是 可 道 的 , 即 当 外 力 逐 渐 解 除 时 ,应 变 能 将 全 部 释放 而 转换 为 其 
他 形式 的 能 。 一 旦 超过 弹性 范围 ,应 变 能 就 不 能 全 部 释放 而 转变 为 功 ,因为 塑性 变形 要 消耗 
一 部 分 能 量 。 

利用 功 和 能 的 概念 求解 弹性 体 的 位 移 、 变 形 和 内 力 等 问题 的 方法 , 称 为 能 量 法 。 

能 量 法 的 应 用 很 广 ,不 仅 可 以 用 来 分 析 构件 或 结构 的 位 移 与 应 力 ,同时 还 可 用 于 分 析 与 
变形 有 关 的 其 他 问题 。 它 不 仅 适用 于 线 弹 性 体 ,也 可 用 于 非 线性 弹性 体 。 

本 章 首先 介绍 应 变 能 的 概念 及 其 重要 特点 ,在 此 基础 上 讨论 如 何 用 能 量 法 计算 杆 件 的 
位 移 及 如 何 求解 超 静 定 问题 。 


9.2 外 力 功 与 应 变 能 


9.2.1 外 力 功 
载荷 下 作用 于 弹性 体 上 ,与 其 相应 的 位 移 A 称 为 该 载 
荷 的 相应 位 移 。 


对 于 线 弹 性 体 ,载荷 下 与 相应 的 位 移 A 成 正比 ,如 
图 9-1 所 示 。 在 加 载 过 程 中 ,如 载荷 增加 微量 dF: ,其 位 移 
的 增 量 为 АД. А. Е 在 位 移 dA 上 所 做 的 功 dW = 
FdA, ,数值 上 就 是 图 9-1 中 阴影 部 分 的 面积 ,而 当 载 荷 由 
零 增 至 下 时 ,所 做 的 总 功 即 等 于 三 角形 ОАВ 的 面积 , 即 图 9-1 
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w= +FA (9-2) 


上 式 表明 , 当 载 荷 与 其 相应 位 移 成 正比 且 由 零 缓 慢 增加 时 ,载荷 所 做 的 功 等 于 载荷 与 相 
应 位 移 乘积 的 一 半 。 式 (9-2) 为 计算 线 弹 性 体外 力 功 的 基本 公式 。 但 要 注意 的 是 , 式 中 的 下 
为 广义 力 , 即 或 为 力 或 为 力 偶 , 或 为 一 对 大 小 相等 .方向 (转向 ) 相 反 的 力 ( 力 偶 ); 式 中 的 A 
则 为 相应 于 该 广义 力 的 广义 位 移 。 例 如 ,与 集中 力 相 应 的 位 移 为 线 位 移 ,与 集中 力 偶 相 应 的 
位 移 为 角 位 移 , 而 与 一 对 大 小 相等 .方向 相反 的 力 相 应 的 位 移 为 相对 线 位 移 , 等 等 。 总 之 , 广 
义 力 在 相应 广义 位 移 上 做 功 , 且 在 线 弹 性 情况 下 ,广义 力 与 广义 位 移 之 间 是 线性 关系 。 


9.2.2 杆 件 的 应 变 能 


杆 件 在 外 力作 用 下 若 只 产生 某 一 种 基本 变形 ,其 相应 的 应 变 能 即 可 通过 式 (9-2) 导 出 。 
本 书 第 2 章 及 第 3 章 已 介绍 了 杆 件 在 轴 向 拉 伸 ( 压 缩 ) 及 扭转 时 应 变 能 的 计算 公式 , 即 


У. = ора 09-3) 
及 

зі: а 

У. = б, (9-4) 


应 该 注意 的 是 ,在 利用 上 述 公 式 计算 杆 件 应 变 能 时 , 需 根据 以 下 情况 进行 计算 。 
(1) 车 杆 件 的 内 力 与 杆 件 的 截面 尺寸 是 分 段 变化 的 , 则 应 首先 分 别 计算 出 各 段 杆 件 的 
ЛІВЕ Va ,然后 再 求 其 总 和 : 
У. = Уу, 
(2) 车 杆 件 的 内 力 与 截面 尺寸 是 沿 杆 件 轴 线 连续 变化 的 , 则 应 首先 计算 出 微 段 dr 杆 的 
应 变 能 dV ,然后 再 进行 积分 计算 : 
V. = Гау. 
总 之 ,利用 式 (9-3)、 式 (9-4) 计 算 杆 件 的 应 变 能 时 ,必须 保证 在 计算 长 度 1 上 , 杆 件 的 内 
力 及 横 截 面 尺寸 均 为 常数 。 
杆 件 弯曲 变形 时 的 应 变 能 计算 公式 可 以 采取 同样 的 方法 推导 。 
首先 看 纯 弯 曲 的 情况 (图 9-2(a)) ,在 线 弹 性 范围 内 , 若 外 力 偶 矩 M. 是 从 零 逐 渐 增 加 到 
最 终 值 , 则 M. 与 0 的 关系 也 是 一 条 直线 (图 9-2(b))。 于 是 ,由 式 (9-2) 可 知 , 外 力 偶 矩 所 做 


$1 


的 功 为 
W = +M.0 

由 于 此 时 各 截面 弯 矩 М С, НЕВЕ M., 故 梁 的 挠 曲线 为 一 圆 弧 线 ,由 

ІМ ,可 得 梁 的 转角 


p ЕГ 
М 
ШЕ 
根据 功能 原理 ( 式 (9-1)), 纯 弯曲 时 梁 的 弯曲 应 变 能 为 
би — МЧ f 
У. = =H (9-5) 
或 
_ > _ 
V, = 2” (9-6) 


横 力 弯曲 时 (图 9-3(a)). 8 ИШ ЕН “РН М] 71.14 ЛУ 9 |H k ИҢ XP ЛУ 09 25 НН 
应 变 能 和 与 剪 切 对 应 的 剪 切 应 变 能 。 但 对 细 长 粱 , 剪 切 变形 很 小 ,可 忽略 不 计 , 因 此 只 计算 


图 9-3 


由 于 此 时 不 同 截面 的 弯 矩 不 再 是 一 常数 , 故 应 先 取 一 微 段 dz 来 研究 (图 9-3(b))。 设 
其 左 、 右 两 截面 的 弯 矩 分 别 为 M(z) 和 M(z) 十 dM(z) ,计算 应 变 能 时 ,省 略 增 量 dM(Cz) ,这 
样 , 微 段 dz 便 可 看 作 是 纯 弯曲 的 情况 ,由 式 (9-5) 便 可 算出 微 段 的 应 变 能 


_ M:(z)d=r 
ФУ. = Er 
而 全 梁 的 弯曲 应 变 能 
_ [ M(xz)dr К 
У, = Га. = |, Er (9-7) 


Эр МС) УЙ ужа K KK. НЕЕ Е “ЭН ИЕ M(z) 不 能 用 同一 表达 式 
写 出 时 ,应 变 能 应 分 段 积分 计算 ,然后 求 其 总 和 。 

根据 杆 件 在 各 种 基本 变形 形式 下 应 变 能 的 计算 公式 可 以 看 出 ,应 变 能 恒 为 正 。 

应 变 能 的 单位 同 功 的 单位 ,其 国际 单位 为 焦耳 (J)。1J 王 IN。，m。 

上 面 推导 的 各 种 变形 下 的 应 变 能 计算 公式 ,都 是 针对 线 弹 性 体 且 在 小 变形 条 件 下 而 言 
的 。 对 非 线 性 弹性 体 ,应 变 能 在 数值 上 仍然 等 于 外 力 功 ,但 由 于 力 与 位 移 的 关系 以 及 应 力 与 


应 变 的 关系 不 再 是 线性 关系 (图 9- 9 ,所 以 , 式 (9-3) 一 式 (9-5) 中 的 系数 将 不 再 是 二 。 


aT 
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9.2.3 应 变 能 的 特点 


(1) 引起 同一 种 基本 变形 的 一 组 载荷 在 杆 内 所 产生 的 应 变 能 ,不 等 于 各 载荷 单独 作用 
时 所 产生 的 应 变 能 的 县 加 ,如 图 9-5 所 示 。 


图 9-5(a) 表 示 由 零 逐 渐 增加 到 最 终 值 F, ЖІЕ, 的 两 力 同 时 作用 于 杆 的 下 端 而 使 杆 产 
生 位 移 A 的 情况 ,而 图 9-5(b) (c) 则 表示 F, 和 F, 各 自 单独 作用 的 情况 。 
由 式 (9-3) 计 算 图 9-5(Ca) 所 示 杆 件 的 应 变 能 为 


у. = icr, + БМ = 到 CR + Е) (Ah + Al) 


У -El A Ел р, 
ТА EA 代入 上 式 , 得 


1 ЕЕ, ЕИ 
= ЗЕЛ Ї EA T2EA 


至 于 图 9-5(b) 和 图 9-5(c) 所 示 杆 件 的 应 变 能 ,分 别 为 


ЕЙ 

Va = РАА = ЗЕД 
_ 1 _ ЕЙ 
Уз = ЗЕ АВ = зед 


У. == Va +V 
其 实 , 由 应 变 能 的 计算 公式 就 可 知道 ,应 变 能 是 广义 力 或 广义 位 移 的 二 次 函数 。 因 此 ， 


第 9 章 能 量 法 


对 于 那些 不 能 相互 独立 做 功 的 载荷 ,应变 能 的 计算 就 不 能 用 到 加法。 
(2) 应 变 能 的 大 小 与 加 载 的 先后 次 序 无 关 ,只 决定 于 载荷 及 其 相应 位 移 的 最 终 值 。 
图 9- Бе олмен 点 施加 从 零 增 加 至 F, 的 载荷 ,同时 杆 件 产生 А 的 变 


ТІ тау. 表示 )。 保 持 F, 大 小 不 变 ,再 在 4 点 施加 一 从 


零 增 至 F, 的 载荷 , 杆 进一步 产生 At, 的 变形 而 储存 应 


n ЖЕЗ 
示 )。 而 此 时 已 在 Al 上 做 功 F, Al = Бры 二 二 (用 图 9-6(b) 的 面积 卫 表 示 ) ,也 是 杆 件 应 变 能 


的 一 部 分 。 将 此 三 部 分 应 变 能 相 加 ， a 变 能 ,由 此 可 知 , 它 与 Е.Е, 同时 作用 
时 的 应 变 能 相等 (图 9-5(a))。 


【 例 9-1】 试 比较 图 9-7 所 示 三 根 杆 件 中 所 储存 的 应 变 能 。 设 材料 的 弹性 模 量 下 EJ 
相同 。 


图 9-7 


解 : 用 Va Ve Уз ЕЕ 1、 杆 2 和 杆 3 的 应 变 能 。 各 杆 的 轴 力 均等 于 外 载荷 F, 
于 是 


у мМ ЕП 2Ғ1 
Е 2ЕА 2Е. И? хЕа? 
14 
2 F° КА Е. 
y= ғы, _ £ у 4 ТЕ = Тү 
2 2ЕА el 


СЕ ? 
mi 28А: 2E. яр оЕ. ду "Ed 16 
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Бы, p d 


故 有 
Va :Ve : V. s = 1: 0. 438 : 0. 222 

HJ; 承受 相同 载荷 ,长 度 . 材 料 均一 样 的 杆 件 随 着 体积 的 增 大 ,储存 在 杆 件 中 的 应 变 能 将 
减少 。 

【 例 9-21 如 图 9-8 所 示 简 支 梁 ,在 横 截面 C 处 承受 载荷 下 作用 , 试 计算 梁 的 应 变 能 
及 截面 C МВ. БОНО EI ЖЖЖ. 

解 : (1) 应 变 能 计算 

根据 静 力 平衡 方程 ,可 计算 出 A、B 两 处 的 支 反 


力 分 别 为 (过 程 略 ) 
Fa = ËF, Fres = ЧЕ 
1 1 
由 此 ,可 写 出 AC.CB ВЕЕР: е" 
АС Ë ма) = 了 Fr 
CB 段 Ma) = “Fx, 


I 
于 是 ,由 式 (9-7) 得 梁 的 应 变 能 为 


а b 
V,= 高 [ee Уй, БЕЛЕТ 
ЖКБ asa (“ға | 
“ЗЕ СЭ а +Í (ez) daz] 
ар F° 
= ЕП 
(2) 挠 度 计 算 
设 截面 С 的 挠 度 为 zwc, 且 与 载荷 下 同 向 ,由 功能 原理 可 知 
1 7333 
27% = ЕП 
由 此 得 
_ aF 
we = ЗЕ! CY) 


所 得 wc 为 正 , 说 明 关于 挠 度 we ВИ Е 同 向 的 假设 是 正确 的 。 实 际 上 ,由 于 应 变 能 恒 为 
正 , 因 此 , 当 弹 性 体 上 仅 作用 一 个 广义 力 时 ,该 力 所 做 的 功 恒 为 正 , 因 而 相应 位 移 必 与 广义 力 
同 向 。 此 外 ,由 本 例题 还 可 知道 ,利用 能 量 法 计算 变形 是 非常 方便 快捷 的 。 

【 例 9-3】 如 图 9-9 所 示 一 悬臂 梁 , 试 求 其 应 变 能 。 


Ж: 悬臂 梁 在 自由 端 受 集中 力 F 和 集中 力 偶 М, 作用 引起 的 任 一 截面 的 弯 矩 用 M (z) 
жж. АРШ ЕЗІ Mr. h М, 引起 的 弯 矩 为 M, ,显然 


М(х) = M; + M, =— Fr + M, 
由 式 (9-7) 可 得 整个 梁 的 应 变 能 


! M? (x)dzx Т к 
V, L т эрт), Fz + Мах 


1 
= 22 қ 
一 [6 а? — 2ЕМ„х + М?)ах 


(62 ЕМ. | ми) ЕРЕ 
ЕТ\ 6 2 2 

上 式 中 ,第 一 项 是 由 下 单独 作用 时 引起 的 应 变 能 ,第 三 项 是 由 М, 单独 作用 时 引起 的 应 
变 能 。 由 此 可 知 ,尽管 在 计算 任 一 截面 之 弯 矩 值 时 可 用 全 加 原理 , 即 M(x) 二 Ms 十 M ,但 在 
求 应 变 能 时 ,由 于 下 与 М, 不 能 独立 做 功 , 故 不 能 用 番 加 原理 , 即 У. V r 十 Ve o 


9.3 应 变 能 的 普遍 表达 式 


上 一 节 讨 论 了 构件 在 各 种 基本 变形 之 下 应 变 能 的 计算 ,现在 推广 到 一 般 情况 。 

图 9-10 所 示 线 弹性 体 在 一 组 广义 载荷 Fi,F;,F;,… 作 用 下 ,处 于 平衡 状态 。 用 A, 
Az ,As,… 分 别 表示 各 广义 载荷 作用 点 沿 各 载荷 方向 的 位 移 。 
设 Fi „Е ,Fs,… 按 相同 的 比例 从 零 开始 缓慢 增加 到 最 终 值 , 若 
变形 很 小 ,又 是 线 弹性 材料 ,于 是 ,载荷 和 相应 位 移 之 间 呈 线性 
规律 变化 ,这 样 ,在 变形 过 程 中 ,每 个 载荷 在 其 相应 位 移 上 所 做 
的 功 为 

1 


W: = Ға; 
而 所 有 外 力 做 功 的 总 和 , 即 物体 的 应 变 能 为 
у. = Ум, = УВА + ВА» + EFA 十 … (9-8) 


上 式 表 明 : 线 弹 性 体 的 应 变 能 等 于 每 一 个 载荷 与 其 相应 位 移 乘 积 二 分 之 一 的 总 和 。 至 
于 在 非 比例 加 载 时 ,无论 是 先 加 哪个 载荷 ,根据 应 变 能 与 加 载 次 序 无 关 的 性 质 ,外 力 所 做 的 
总 功 仍 可 写成 式 (9-8) 的 形式 。 

由 此 可 见 , 不 论 按 何 种 方式 加 载 ,作用 在 线 弹 性 体 上 的 广义 载荷 Fa ,Ps o Fa ,… 在 相应 位 
Ж Ai ,A: „Ду ,… 上 所 做 的 总 功 恒 为 

у= У) ка, (9-9) 

式 (9-8) 即 是 应 变 能 的 普遍 表达 式 ,这 一 结论 称 为 克拉 贝 - 依 隆 定理 。 

利用 上 述 原理 可 得 到 杆 件 组 合 变形 时 的 应 变 能 
计算 公 

从 圆 截面 杆 中 取出 dz 微 段 ,其 受 力 如 图 9-11 
所 示 ,两 端 截面 上 有 弯 矩 MCz)、 扭 矩 Те) ЖИ 
FN(Cz)。 对 所 取 微 段 来 说 ,这 些 都 是 外 力 。 设 两 个 端 
截面 的 相对 轴 向 位 移 为 d(A7) ,相对 扭转 角 为 dp, 相 9-11 
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对 转角 为 d0, 外 力 在 相应 的 位 移 上 做 功 , 且 彼此 相互 独立 , 互 不 影响 。 因 此 ,由 克拉 贝 - 依 隆 
定理 与 能 量 守 人 恒定 律 得 微 段 dz 的 应 变 能 为 
AV, = = EFOD + Теда + Мор 


Fide | Трах | MECz)dz 
2ЕА 2GI, 2ЕІ 


对 上 式 积分 , 即 得 到 整个 杆 件 的 应 变 能 


Е\(ж)ах ， Tode f M?’ (x)dx 
1 


t ЖА 1), 261, 2ЕІ 


【 例 9-1 如 图 9-12 所 示 一 等 截面 刚 架 ,已 知 抗 弯 刚 度 EI 和 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 EA, 试 求 
刚 架 的 应 变 能 及 C 点 的 铝 重 位 移 。 

解 : (1) 应 变 能 计算 

刚 架 由 AB 和 BC 两 段 杆 组 成 ,整个 刚 架 的 应 变 能 为 两 段 杆 应 变 能 之 和 , 即 


(9-10) 


V. 


V, = Vas + Ус 
对 两 段 杆 分 别 取 沿 其 轴 向 的 坐标 zx 和 zz , 列 出 内 力 方 程 : 
BC 杆 Ma) = Ет 
AB 杆 М‹(х,) = Fl, Еб) = F 
整个 刚 架 的 应 变 能 
а 
FP FP, FY ЗЕР, ЕЧ 
GEI ?ЕГ 2EA ЗЕТ '2ЕА 图 9-12 


注 : 忽略 了 剪 切 引起 的 应 变 能 。 
(2) C 点 铬 垂 位 移 
设 集中 力 下 作用 点 C 的 铅 垂 位 移 为 Ac , 力 正 所 做 的 功 为 


w = ТЕА 
由 功能 原理 得 
1 _ 2? Fil 
 ҒАс- ЗЕТ +2EA 
所 以 С 点 的 铅 垂 位 移 
4ЕЇ? 
Ac = ТЕЕ“ 个 ) 


所 得 结果 为 正 ,表示 位 移 和 力 下 同 向 。 
讨论 : (1) C 点 的 铅 垂 位 移 有 两 项 组 成 ,分 别 由 刚 架 的 弯曲 变形 和 АВ 段 的 拉 伸 变形 所 
产生 。 将 刚 架 的 应 变 能 写成 
FPE (PE Е] PFE Е I 
6ЕТ тіл ЕХ) бЕІ саз | ғ) 


и FP, ‚ЕР E 
2 6EI 2EI ( Ы ) 


V, 
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式 中 一 /区 为 巷 而 的 惯性 半径 ,对 于 一 般 细 长 杆 来 说 ,其 ;<c, 设 刚 架 截面 直径 a= M 


比值 去 一 1 砧 5, 即 由 拉 伸 ( 夺 缩 ) 产 生 的 应 变 能 要 远 小 于 由 弯曲 产生 的 应 变 能 。 若 略 去 拉 介 


应 变 能 , 则 刚 架 的 应 变 能 为 
_ Е Е ZPP 


У. = SEI + 2EI = ЗЕ 
_ AF 
Ac = ЗЕТ 


(2) 应 变 能 的 表达 式 中 内 力 是 以 平方 值 出 现 的 ,所 以 在 列 内 力 方 程 时 ,对 于 结构 中 各 杆 
(或 杆 段 ), 可 以 随意 建立 独立 的 坐标 系 ,不 必 刻 意 注意 内 力 的 正 负 ,但 在 各 杆 ( 或 杆 段 ) 内 ,内 
力 正 负 要 一 致 。 
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当 弹 性 体 上 同时 承受 几 个 外 力作 用 而 变形 时 ,由 此 而 产生 的 应 变 能 或 外 力 所 做 的 总 功 
与 外 力 的 加 载 次 序 无 关 。 据 此 ,建立 关于 线 弹 性 体 的 两 个 重要 定理 一 一 功 互 等 定理 和 位 移 
互 等 定理 。 这 是 两 个 在 材料 力学 中 非常 重要 的 定理 ,它们 在 结构 分 析 中 颇 为 重要 。 

现 以 梁 弯 曲 为 例 曾 述 这 两 个 定理 。 图 9-13(a)、(b) 表 示 任 一 线 弹 性 体 ( 梁 ) 的 两 种 受 力 
状态 ,广义 力 В.Е, 分 别 作 用 在 梁 上 的 1、2 两 点 处 。 在 图 9-13(a) 中 ,载荷 F, 的 相应 位 移 
为 An ,点 2 ЙТ F, 方向 的 位 移 为 An; 在 图 9-13(Cb) 中 ,载荷 F, 的 相应 位 移 为 Дао ,点 1 
沿 载荷 F, 方向 的 位 移 为 As 。 以 上 所 述 位移 Д 均 为 广义 位 移 , 下 标 守 表示 位 移 发 生 的 位 置 
(点 或 面 ),j 表示 引起 该 位 移 的 原因 ( 力 或 力 偶 ) 。 


五 


图 9-13 


如 图 9-14(a) 所 示 ,如果 在 该 线 弹 性 体 上 先 加 载荷 Fi ,分 别 产生 位 移 An 和 Ал 后 ,再 加 
载荷 F; ,又 产生 位 移 Ay ЖП A; , 则 在 整个 加 载 过 程 中 ,载荷 所 做 的 总 功 为 


У, = шы 十 + Е. Де 


(а) (b) 


9-14 


ar 
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反之 ,如 果 先 加 载荷 F, ,产生 位 移 As 和 Az 后 ,再 加 载荷 F, ,又 产生 位 移 А, 和 А, (图 9-14 
(>) ,此 时 ,载荷 所 做 的 总 功 为 


W: 


由 于 在 所 研究 条 件 下 ,外力 所 做 的 总 功 与 其 加 载 次 序 无 关 , 故 有 W =W, Hl! 
Е! Ди Е;А» И Е, Аи 
2 2 2 


= Е.А» 
2 


FiAn 
+ 2 


+ Е›;Ал 


+ EA РЕА, = РРА 


由 此 得 
F,Ax = Е» Аа (9-11) 
ERRI X ЛЕ Ж. Е, fE F, 所 引起 的 位 移 A1。 上 所 做 的 功 ,等 于 F, ЧЕ F, 所 引起 的 位 
É An 上 所 做 的 功 。 这 就 是 功 互 等 定理 。 
作为 上 述 定理 的 一 个 重要 推论 , 当 广义 力 F, 和 F, 在 数值 上 相等 时 ,由 式 (9-11) 可 得 
Ar = Да (9-12) 
这 说 明 , 点 1 由 于 作用 在 点 2 的 载荷 所 引起 的 位 移 Ai, 等 于 点 2 由 于 作用 在 点 1 的 同一 数 
值 载荷 所 引起 的 位 移 An 。 这 就 是 位 移 互 等 定理 。 
在 上 述 推 导 过 程 中 ,虽然 是 以 梁 作为 研究 对 象 , 但 并 未 涉及 到 有 关 弯 曲 变形 的 特点 ,所 
以 ,只 要 是 满足 力 与 位 移 呈 线性 关系 条 件 的 结构 ,这 两 个 定理 就 都 适用 。 此 外 ,对 于 静 定 结 
构 和 超 静 定 结构 ,这 两 个 定理 也 同样 适用 。 
必须 指出 ,在 功 互 等 定理 表达 式 中 ,等 号 两 边 的 载荷 可 以 是 同类 的 ,也 可 以 是 不 同类 的 
(如 一 边 为 集中 力 , 另 一 边 为 力 偶 )。 但 是 ,等 号 同一 边 的 广义 力 与 广义 位 移 必 须 是 对 应 的 
(如 载荷 为 集中 力 , 则 位 移 必 为 线 位 移 ) 。 
很 多 情况 下 ,利用 互 等 定理 ,可 以 使 复杂 的 问题 简单 化 。 
【 例 9-5] 如 图 9-15(a) 所 示 一 简 支 梁 AB, 当 跨度 中 点 C 受 一 横向 力 下 作用 时 , 引 
起 的 横 截 面 B 的 转角 0= FL/16EI。 试 求 当 该 梁 在 截面 B 处 作用 一 力 偶 矩 Me 时 
(图 9-15(b)), 引 起 的 横 截 面 С ПУ w 


解 : 根据 功 互 等 定理 可 知 


F.w= M.0 
由 此 得 
2 
w= My — MR) 


弯 刚 度 为 ET。 
解 : 当 载荷 下 移动 到 距 A 端 为 z 的 C 点 时 ,引起 4 [о 

点 的 挠 度 为 wc ,如 图 9-16(b) 所 示 。 若 在 A 点 作用 同 © у 

样 大 小 的 载荷 下 ,由 此 而 引起 C 点 的 挠 度 为 wa, 如 r 

图 9-16(c) 所 示 ,根据 位 移 互 等 定理 ,有 х-с 


wac = СИСА 
Wea 


[91 9-6] 试 求 图 9-16 RER ЕЮ F 
移动 时 ,自由 端 А 截面 的 挠 度 变化 规律 。 已 知 梁 的 抗 ”四 4 р | Ай 
z 2 
z с 


由 梁 变 形 表 可 知 


Е.Е Е 
а 去 ( Еа? Бра se) 


此 即 当 载荷 下 移动 时 ,自由 端 A 截面 的 挠 度 变 化 规律 。 
【 例 9-7】 长 度 为 ;的 和 矩形 截面 杆 如 图 9-17(a) 所 示 ,在 杆 中 央 受 到 一 对 大 小 相等 . 方 
向 相反 的 力 下 , 杆 的 弹性 模 量 E 和 泊 松 比 w 均 为 已 知 , 试 求 杆 的 长 度 变 化 量 д, 
Ж: 在 杆 的 两 端 施加 一 对 轴 向 拉力 已 ,如 图 9-17 
СЪ) тах ,此 时 杆 产生 横向 变形 为 
АЛ yeh ГА Eh ГА т" ГА i 


根据 功 互 等 定理 ,有 


(a) 


(b) ЕМ = FAh 
F ғ 于 是 
т р 
图 9-17 = ЕАЙ — Eb м 
a F F Eb 


注意 : 杆 件 在 已 作用 下 (图 9-17(b)) 产 生 的 Ал 为 负 值 ,说 明 此 时 横向 为 压缩 变形 , 故 下 
在 Ah 上 做 正 功 。 最 后 计算 出 AL 为 正 ,表示 杆 件 在 下 作用 下 产生 的 轴 向 变形 为 伸 长 变形 。 


【 例 9-8] 如 图 9-18(a) 所 示 一 超 静 定 梁 


人 AB, 受 一 力 偶 矩 М, 的 作用 。 试 用 功 互 等 定理 确 O 44 了 
Ж ВИ) ЖЕЛ. ТЕЙИШ ET 为 常数 。 i 


=— | 
解 : 将 支 座 B 作为 多 余 约束 予以 解除 ,并 以 相 қ, 
应 支 反 力 Frs 代 替 其 作用 ,得 相当 系统 如 图 9-18 м, 
(b) 所 示 ,变形 协调 条 件 为 As 一 0。 ы4 B 
为 计算 支 反 力 Fas .在 上 述 甚 臂 梁 的 截面 B 施 
加 一 横向 载荷 下 (图 9-18(c) ) ,在 该 力作 用 下 ,截面 
B 的 转角 与 找 度 分 别 为 
_ Е? © 41 т” 
0, 一 Ет ŽO А F 
ЕІ? 
wg = ЗЕТ“ № 图 9-18 
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根据 功 互 等 定理 ,有 
一 Mebe + Frs * шв = F * Ав 
由 于 As 一 0, 于 是 得 
дв ЕІ? ЗЕТ _ 3M. 


Ра Мс, ““ОЕГЕЗ 2 


9.5 单位 力 法 AREI 


单位 力 法 又 称 Maxwell-Mohr 法 ,是 由 J.C. Maxwell 和 O. Mohr 分 别 于 1864 年 和 
1874 年 建立 并 发 展 起 来 的 。 利 用 此 法 可 直接 用 于 计算 构件 或 结构 的 指定 位 移 。 现 以 梁 为 
例 介绍 这 一 方法 的 原理 。 


9.5.1 ВЛ 


图 9-19 所 示 梁 AB, 在 从 零 逐 渐 增 大 到 最 终 值 的 外 载荷 Fi, Fo, Fa 作用 下 产生 弯曲 变 
形 。 假 定 材料 服从 胡 克 定律 , 且 梁 处 于 小 变形 情况 , 现 欲 求 粱 上 任 一 点 C ЛЕТА тос. 


图 9-19 


设 梁 在 外 载荷 Fi Fo, Ез 的 共同 作用 下 , 任 一 横 截 面 的 弯 矩 为 MCz), 此 时 梁 的 应 变 
能 为 


2 < 
v, = | das Са) 


2ЕЇ 

假设 在 外 载荷 F, Р, Fa 作用 前 ,在 所 求 挠 度 C 点 处 沿 所 求 位 移 zec 的 方向 先 加 一 载荷 
下 (图 9-19(b)), 由 于 下 的 单独 作用 而 引起 的 任 一 横 截面 的 弯 和 矩 为 Me (xz),C 点 的 挠 度 为 
wr ,那么 ,此 时 梁 的 应 变 能 为 

М®(х)ах 
У = ФЕ 

车 在 施加 载荷 下 后 ,再 加 载荷 Fi, Fo Fa 各 力 , 则 梁 的 变形 即 由 虚线 位 置 变 到 实 线 位 置 
(图 9-19(c)) ,这 时 梁 的 应 变 能 由 三 部 分 组 成 : 首先 是 由 下 单独 作用 时 积蓄 的 应 变 能 Ver ， 
其 次 是 由 载荷 Е, Е, Fa 共同 作用 时 积 鞋 的 应 变 能 ,由 于 讨论 的 是 小 变形 情况 , 先 加 的 载荷 
下 不 影响 后 加 各 力 所 引 起 的 位 移 , 故 这 部 分 的 应 变 能 仍 可 按 式 (a) 计 算 。 另 外 一 部 分 应 变 
能 , 则 是 由 于 在 后 加 载荷 Fi, Fo F ЯР ‚С 点 又 产生 一 挠 度 zwc, 故 诛 有 的 载荷 下 将 做 功 
Е * чс ,此 功 也 将 转化 为 梁 的 应 变 能 。 于 是 , 梁 的 全 部 的 应 变 能 为 

Va +V, + F • wc 

另 一 方面 , 若 使 载荷 下 与 Fi FaF 同时 作用 在 梁 上 ,那么 , 梁 上 任 一 横 截 面 的 弯 矩 即 

为 MCz) 十 Mr(z) , 梁 的 应 变 能 为 


(b) 


[MG + М(х) ах 
1 2ЕІ 
由 于 应 变 能 只 取决 于 载荷 的 最 终 值 ,而 与 加 载 的 先后 次 序 无 关 , 故 有 


[LM(Cz) +M; (x) dx 
2ЕІ 


(с) 


У +V, + F * ис 


将 式 (a)、(b) 代 入 上 式 , 简 化 得 


М(х) М(х)ах 
ЕІ 


车 令 下 二 FF, 二 1, 即 单位 力 , 此 时 Me (x) 二 M(xz) ,表示 在 单位 载荷 单独 作用 下 各 截面 的 
弯 矩 ,于 是 利用 式 (d) 可 直接 计算 C 点 的 挠 度 
_ [ MC Mr) dr 
i ` 
上 式 即 为 单位 力 法 的 表达 式 ,又 称 为 莫 尔 积分 。 
同 理 ,车 要 计算 梁 上 某 一 截面 的 转角 0, 则 可 在 该 截面 处 施加 一 单位 力 偶 Mo 二 1, 此 时 
的 莫 尔 积分 表达 式 为 


(d) 


F © wc = 


(9-13a) 


= MCz)MCz)dz 


0- || ЕТ (9-13b) 
式 中 M(xz) 是 在 单位 力 偶 М, =1 а ЕЛ FAE В Е, 
将 式 (9-13a) (9-13b) 写 成 统一 的 形式 , 即 
_ [ MCz)MCz)dz A 
A= Г = = (9-14) 


式 中 ,A 表示 广义 位 移 , 而 M(z) 表 示 在 与 广义 位 移 A 对 应 的 单位 力作 用 下 任 一 截面 的 弯 
Ж. H M(Cz) 的 坐标 选取 应 与 M(z) 的 坐标 完全 一 致 。 若 M(xz)、M(z) 需 分 段 写 出 , 则 上 述 
积分 也 应 分 段 进行 。 

由 式 (9-14) 计 算 的 结果 若 为 正 值 , 则 表示 所 求 位 移 A 的 指向 与 单位 力 的 指向 一 致 ; 若 
为 负 值 , 则 A 的 指向 与 单位 力 的 指向 相反 。 公 式 右边 积分 号 内 的 M) MC) ,其 正 负 规定 
同 前 。 

以 上 推导 出 的 莫 尔 积分 式 只 适用 于 线 弹 性 体 。 但 要 说 明 的 是 ,单位 力 法 本 身 并 不 仅 限 
于 讨论 线 弹 性 体 ,对 于 非 线 性 弹性 体 同样 适用 ,但 要 导出 单位 力 法 的 普遍 表达 式 , 需 要 用 到 
虚 功 原理 的 知识 ,在 此 不 再 介绍 。 


9.5.2 单位 力 法 ( 莫 尔 积分 ) 的 应 用 


上 述 单 位 力 法 的 莫 尔 积分 式 虽然 是 以 弯曲 变形 为 例 推导 出 来 的 ,但 是 ,只 要 材料 服从 胡 
克 定 律 且 满足 小 变形 条 件 ,任何 线 弹 性 体 有 关 位 移 的 计算 均 可 采用 此 方法 。 


1. жо 

因 各 杆 在 横 截 面 上 的 内 力 只 有 轴 力 , 且 为 常数 ,因此 , 若 要 计算 顶 架 某 一 节点 在 某 一 方 
向 的 位 移 A, 只 要 在 该 节点 处 沿 该 方向 作用 一 单位 力 , 即 可 求 出 这 一 节点 位 移 
5 FyF yil; 


A= 


(9-15) 
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式 中 ,Fw、Fys 分 别 表 示 在 外 载荷. 单位 载荷 单 独 作用 下 ,第 i 根 杆 的 轴 力 ,同样 ,拉力 为 正 ， 
压力 为 负 ; 为 析 架 结构 中 的 杆 件数 目 。 


2. 平面 曲 杆 


若 杆 件 轴线 的 曲率 半径 远 远 小 于 横 截 面 高 度 , 则 可 忽略 其 轴 力 和 剪 力 对 变形 的 影响 , 参 
照 式 (9-14) ,可 计算 曲 杆 位 移 


_ [ MCr)MCz)ds к 
A -| >= > - (9-16) 


式 中 ,ds 表示 曲 杆 微 段 长 度 , 沿 曲 杆 全 长 ; 积分 ; MaD A M(z) 同 样 表示 曲 杆 在 外 载荷 、. 单 
位 载荷 分 别 单独 作用 时 各 截面 的 弯 矩 , 且 使 曲率 增 大 的 弯 矩 为 正 ,反之 为 负 。 


3. 组 合 变形 杆 件 


车 一 杆 件 处 于 组 合 变形 , 设 其 任 一 横 截面 的 内 力 有 轴 力 Fa С) MO) 扭矩 T(x) 
( 咯 去 前 力 的 影响 ) ,于 是 ,该 杆 任 一 点 在 指定 方向 的 位 移 为 
л= | Fulto Fade ү MOM de | TOT(r) dr 
EI 1 GI, 


车 结构 由 个 杆 件 组 成 ,结构 的 总 应 ЕТ 包括 所 有 杆 件 的 应 变 能 。 于 是 ,相应 的 单位 
力 法 的 表达 式 为 


À = ХІ, Еу «әм жөн.) тт 


+2], Т, дәли: (9-17) 


Л РВ и - 文 力 , 且 是 个 有 单位 的 量 。 车 4 为 某 截 面 的 线 位 
移 , 则 单位 力 即 为 施加 于 该 处 并 沿 所 求 位 移 方 向 的 力 , 例 如 1N 或 1kN; # A 为 某 截 面 的 转 
角 或 扭转 角 , 则 单位 力 为 施加 于 该 截面 处 的 弯曲 力 偶 或 扭转 力 偶 ,例如 IN.m 或 1kN ет, 
此 外 ,车 要 计算 结构 上 任意 两 点 沿 其 连 线 方向 的 相对 线 位 移 , 则 可 在 该 两 点 处 沿 该 方向 施加 
一 对 方向 相反 的 单位 力 ; 若 要 计算 结构 上 任意 两 截面 的 相对 角 位 移 , 则 可 在 这 两 个 截面 上 
施加 一 对 转向 相反 的 单位 力 偶 。 


【 例 9-9] 如 图 9-20(a) 所 示 简 支 粱 ,试用 单位 力 法 计算 梁 中 点 C 的 挠 度 和 支 座 截面 
A 的 转角 。 设 梁 的 抗 弯 刚度 ЕТ 为 常数 ,不 计 剪 力 对 弯曲 变形 的 影响 。 


解 : (1) Нам E 
在 如 图 所 示 的 坐标 系 下 ， 
M(z) =,- 8, 0<z=<1 
(2) 梁 中 点 C 的 挠 度 
为 求 C 截面 的 挠 度 , 在 该 处 施加 一 方向 向 下 的 单位 力 1( 图 9-20(b)), 此 时 的 弯 矩 方 
程 为 


М(х) = +2, 0= == 


将 M(z)、M(z) 的 表达 式 代入 式 (9-13a) ,并 由 对 称 КЗ 
性 ,可 得 梁 中 点 C 的 挠 度 为 
w= 吉 | мема» 


1 
-2f 9.8) . 
=H ‚(= 2/24: 1 1 
2 1 2 
5а“ 
一 一 二 (b) 
З8АЕТ 4 с вт 
8 1⁄2 k: 


结果 为 正 ,表示 C 截面 的 挠 度 指向 与 单位 力 的 指向 
一 致 , 即 向 下 。 ТІ Т! 
(3) 支 座 截面 A 的 转角 
HR A 截面 的 转角 ,在 该 截面 处 施加 一 单位 力 © (4 c 2 
ІҢ 1( 图 9-20(c)), НИ B EN EA | 


MG) = 1=-1, 0<:<1 


于 是 ,A 截面 的 转角 
= | еза ЛД. ГЕ, А 
Өл = Шіме )M(Cz)dz 去 |.( 21 2 )( т^ 1) 
1 ae 4 а: ql? 
Hl 6 4 8 Ы 6 ) 24ЕІ 
所 得 Өд 为 负 , 说 明 其 转向 与 所 加 单位 力 偶 转 向 相反 , 即 为 顺 时 针 转 向 。 
【 例 9-10】 如 图 9-21(a) 所 示 刚 架 , 试 用 单位 力 法 计算 模 截面 A 的 水 平 位 移 。 设 各 杆 
El 为 常数 。 


qal2 


(b) 


图 9-21 


解 : 为 计算 横 截面 A 的 水 平 位 移 , 在 该 截面 沿 水 平方 向 加 一 单位 力 (图 9-21(b))。 在 单 
位 力 与 实际 载荷 单独 作用 时 , 求 得 刚 架 的 支 反 力 如 图 中 所 示 ,由 此 建立 各 梁 段 的 弯 盾 方程 : 


AB 段 М‹(х,) = Tts Мї‹(х)=1+ху=л, 
BC 段 M(x;) = qax: 一 人 地， M(z;) = 1:2 = 2, 


2 
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于 是 ,截面 A 的 水 平 位 移 
Aa 77 Г = xı ° ndr + Г (ч: 223 а | = © с>) 
以 上 计算 中 ,忽略 了 轴 力 、 剪 力 对 变形 的 影响 。 


【 例 9-11】 试 求 如 图 9-22 所 示 枯 架 中 节点 A.D 两 点 沿 AD 连 线 的 相对 位 移 。 设 各 
杆 EA 为 常数 。 


图 9-22 


М. ЖЖ A.D 两 点 的 相对 线 位 移 , 在 A、D 两 点 上 沿 AD 连 线 方向 施加 一 对 单位 力 , 如 
图 9-22(b) 所 示 。 由 于 桐 架 中 杆 件 较 多 ,将 各 杆 分 别 在 原 有 载荷 .单位 力 单独 作用 下 的 内 力 


列 于 表 9-1 中 。 

表 9-1 

# 号 L Ем Ем ЕмЕмі. 
1 2F1//2 
2 —F1//2 
3 -Е//2 
4 0 
5 —2F1 


由 式 (9-15), 即 可 求 得 A.D 两 点 的 相对 位 移 


1 [2 F Е, ) 2F1 
A 一 0—2FI 
^^ (% 2 2 EA 


EA 
结果 为 负 , 表 示 A.D 两 点 的 相对 位 移 与 所 加 一 对 单位 力 的 方向 相反 。 
车 要 计算 A 节点 的 铅 垂 位 移 ,可 在 节点 A 处 施加 一 铬 垂 方向 的 单位 力 。 读 者 可 试 写 出 
各 杆 在 单位 力作 用 下 的 轴 力 ,并 计算 结果 。 
【 例 9-12] 如 图 9-23 所 示 刚 架 , 试 用 单位 力 法 计算 截面 A 的 铅 垂 位 移 As。 设 抗 弯 刚 
度 ET 与 抗 扭 刚度 GT 均 为 常数 。 


解 : 为 了 计算 截面 A 的 铅 垂 位 移 ,在 该 截面 处 施加 一 铅 垂 向 下 的 单位 力 (图 9-23(b))。 
在 载荷 下 作用 下 , 刚 架 AB 段 发 生 弯曲 变形 ,BC 段 处 于 弯 扭 组 合 变形 ,因此 ,由 式 (9-17) 可 
计算 A 截面 的 铬 垂 位 移 为 


第 9 章 能 量 法 


图 9-23 


[ Мама, , Г MaMa) | А f T(z) ТС) а, 
ЕІ аш ^ El ee т а š 
nf fi И Е 5| ë РЯ J) 29 


M(x,) =— Ет 

M(x) =— Fx; 

Т(л,) =— Ға 
而 单位 力 引 起 的 内 力 为 

Ма) 一 一 

М(а.) =— 2, 

区 (zz) =—а 


于 是 得 A 截面 的 铅 垂 位 移 为 
д = Г Шанды, + Каста, + ® пт ааа, 


Ға“ 


= ҮЕ О 


9.6 计算 莫 尔 积分 的 图 乘法 


在 应 用 莫 尔 积分 计算 杆 件 或 结构 的 指定 位 移 时 ,需要 计算 下 列 积分 : 


| 2894, | МОМ |, тата) 
ЕА ЕГ І "d GI, 


对 于 等 截面 直 杆 或 由 等 截面 直 杆 组 成 的 杆 系 ,上 述 积分 运算 可 以 得 到 简化 。 
现 以 积分 | VOMO , 为 例 说 明 简 化 的 方法 .由 于 是 等 截面 杆 ,EI 为 常数 , 故 可 将 


С) 


аг 


其 从 积分 号 中 提出 来 ,只 需 计 算 积分 | MCz)MCz)dz 即 可 。 
直 杆 在 单位 力 或 单位 力 偶 作用 下 ,其 弯 矩 M(z) 图 形 必 是 直线 或 折线 。 图 9-24a), b) 
分 别 表示 长 为 ! 的 等 截面 直 杆 在 原 载荷 和 单位 载荷 单独 作用 时 的 弯 矩 图 ,其 中 MCz) 图 为 一 
斜 直线 , 设 该 直线 的 方程 式 为 
MG) =b+kr (a) 
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式 中 ,2 ЖА 为 常数 ,于 是 
[MMe de = 中 Mdr +| M(x) de 
1 1 1 


由 图 9-24(a) 可 以 看 出 ,MCz)dz 代表 dz 区 间 内 
М(х) 图 的 微 面积 dw, ü M С) аз 则 是 该 微 面积 do 对 


ЛЕЙН. ИЛ | Mde H M 图 的 面积 , 积 


ОЕШ 是 整个 Me) 图 的 面积 对 纵 坐标 轴 的 静 


Е.Е w ЕЖЕ М (г) 图 的 面积 ,zc 代表 M(x) 图 形 心 C 
的 横 坐 标 , 则 有 
[MMe = bw + kwxc = wb + Ес) 
由 式 (a) 可 知 , 上 式 右 端 括号 内 的 表达 式 5 十 kzxc у 
是 M(z) 图 的 形 心 C 对 应 的 M(z) 图 的 纵 坐 标 , НІ 
图 9-24(b) 中 的 Me ,于 是 由 上 式 可 得 
[MOM = Мс 
而 此 时 , 莫 尔 积分 的 表达 式 可 写 为 
| TH „Мс z 
A= Е|мсәМаҙа 二 (9-18) 
这 种 将 函数 互 乘 的 积分 运算 转化 为 函数 图 形 几 何 量 相 乘 的 计算 方法 称 为 图 乘法 。 
上 述 公 式 对 于 各 种 内 力 分 量 都 是 适用 的 ,只 不 过 图 形 互 乘 的 内 容 不 同 。 
应 用 图 乘法 , 需 经 常 计 算 一 些 图 形 的 面积 及 确定 形 心 位 置 。 为 计算 方便 ,本 书 将 一 些 常 
见 图 形 的 面积 及 其 形 心 位 置 的 计算 公式 列 于 表 9-2 中 ,其 中 抛物 线 顶 点 的 切线 与 基线 平行 


或 重合 。 


图 9-24 


表 9-2 常见 图 形 的 面积 及 其 形 心 位 置 


图 Жж 面积 ,@ 形 心 坐标 xc 
в » 
2 3 


ih а+1 

2 3 
2 5 
ІШ 81 
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续 表 
图 形 面积 ,@ 形 心 坐标 xc 
一 次 抛物 线 项 点 

2 1 

ІШ тЇ 
1 3 

3 T 
1 n+1 

ЕТ” nt2 


利用 图 乘法 计算 位 移 时 , 需 注意 以 下 几 点 : 

(1) M(z) 图 的 面积 及 Mc 值 均 有 正 负 之 分 ,车 M(z) 图 与 Me 位 于 xz 轴 同 侧 , 则 乘积 
wMc HE; 车 两 者 位 于 z 轴 异 侧 , 则 乘积 «Мс 为 负 。 

(2) 利用 式 (9-18) 计 算 位 移 时 ,必须 满足 图 乘法 条 件 , 即 杆 件 必须 是 一 等 截面 直 杆 , 且 
M(z) 图 和 M(x) 图 中 必 有 一 个 是 直线 图 形 。 若 M(xz) 图 是 一 折线 , 则 应 以 折线 的 转折 点 为 
界 将 M(z) 图 分 段 ,保证 每 段 中 的 M(z) 图 为 一 直线 ,并 分 别 计算 各 段 的 o Mc ,最 后 求 其 总 
和 ,此 时 式 (9-18) 改 写 为 


(9-19) 


若 为 变 截面 直 杆 ,在 面积 变化 的 地 方 也 应 分 段 ., 上 式 中 的 工 改写 为 了 
(3) 若 杆 件 的 受 力 情况 复杂 ,可 先 求 出 各 种 载荷 单独 作用 时 的 弯 矩 图 ,分 别 使 用 图 乘 
法 ,然后 再 根据 和 至 加 原理 求 其 总 和 ,参见 例 9-16. 
【 例 9-13] 如 图 9-25(a) 所 示 简 支 梁 AB., 设 其 抗 弯 刚度 EI 为 常数 ,试用 图 乘法 计算 
梁 跨度 中 点 D 截面 的 挠 度 


解 : 在 均 布 载荷 作用 下 , 梁 的 M(z) 图 为 二 次 抛物 线 (图 9-25(b)) ,欲求 D 截面 的 挠 度 
wp 在 此 处 加 一 单位 力 (图 9-25(c)) ,此 时 梁 的 M(z) 图 为 折线 (图 9-25(d))。 所 以 ,应 以 截 
面 D 为 分 界面 ,分 段 图 乘 , 其 中 


т=ш= 1 q 9 
i * 328 24 
= = 5. £ 51 
Ма =M, = вр = 32 


于 是 ,D 截面 的 挠 度 为 
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ЖК ГОК 2485 _ 5а 
Er Ma Ме) = Ei 24 32 — 384EI ) 
结果 为 正 ,说 明 位 移 方向 与 单位 力 同 向 。 


【 例 9-14] 如 图 9-26(a) 所 示 杆 AB, 承 受 轴 向 均 布 载荷 q 作用 ,试用 图 乘法 计算 横 截 
面 B 的 轴 向 位 移 。 设 杆 件 的 抗 拉 压 刚度 EA 为 常数 。 


(а) 4 人 
4 


тор 


А 


4 
D B 
2 po 
1 А 
12/8 
(b) 
4 "с, ес. № 
x 
1 
Fy 
© 1 р $? “ 
s Же 12 (©) ох 
А 1 
(9 
С Ф ж S мә | 


图 9-25 图 9-26 


= 

= 
ч 
2 


解 : 在 截面 B 加 一 轴 向 单位 力 (图 9-26(b))。 杆 件 在 轴 向 载荷 q 与 单位 力 单独 作用 时 
的 轴 力 图 分 别 如 图 9-26(c)、(d) 所 示 。 


利用 图 乘法 ,可 得 B 截面 的 轴 向 位 移 
OF l led, 4, 
Ав EA EA 2 1TA 


结果 为 正 ,说 明 B 截面 的 位 移 方向 与 单位 力 方向 一 致 。 

【 例 9-15] 如 图 9-27(a) 所 示 为 一 刚 架 ABC, 和 忽略 轴 力 和 前 力 的 影响 , 试 求 A 点 的 竖 
向 位 移 64, 和 C 截面 的 转角 0c。 

М. (1) 计算 A 点 竖 向 位 移 Say 

在 A 点 施加 一 竖 直 向 下 的 单位 力 Fo 二 1, 分 别 作出 刚 架 在 原 有 外 载荷 和 单位 力 单独 作 
用 下 的 弯 矩 图 (图 9-27(b)、(c))。 由 图 9-27(b) 可 知 


二 
ая = 3 x 2 xa 6 
Ï qas _ qa? 

wz > R Xa ЕР 


由 图 9-27(c) 可 知 
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Ме = За 
g 2 
M c, 34 


利用 图 乘法 ,由 于 各 段 的 M(z) 图 和 M(z) 图 均 在 杆 的 同 侧 , 有 
2 wMe ы x Ва ġa” x > єў 
дһ 3 ЕТ, =з + тнт. ФЛЕТ'ї? 
结果 为 正 , 说 明 位 移 方向 向 下 。 
(2) 计算 C 截面 转角 Oc 
ТЕ C 截面 处 加 一 单位 力 偶 Me 一 1, 作 出 此 时 刚 架 的 
эн M(x) 图 (图 9-27(d)) ,对 图 9-27(b)、(d) 作 图 乘 。 am 
由 于 BC FEH M Cx) EIAI M(Cz) 图 位 于 杆 的 异 侧 , 故 应 加 


负 号 ,得 


= qa 1 
h «Ме, £ ча? оң í EN 
0 > “е, 0 — -FT AmO ® са" 
结果 为 负 , 说 明 实际 转向 应 为 顺 时 针 转 向 。 


1 
С 
【 例 9-16] 计算 如 图 9-28(a) 所 示 外 伸 梁 A 端的。 © — 3 
转角 04。 M. жей. = 
1 Мо Mc, М 


解 : 由 于 外 伸 梁 同时 受到 集中 力 和 均 布 载荷 的 作 
用 ,为 计算 方便 ,分 别 作出 两 种 外 力 单独 作用 时 梁 的 弯 图 9-28 
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HECE 9-28(b))。 为 求 A 截面 的 转角 ,在 该 处 施加 一 单位 力 偶 (图 9-28(c)), 作 出 相应 的 
M(z) 图 ,利用 式 (9-19), 求 得 A 截面 的 转角 0。 为 


= «Ме 1 = = шең 
= 之 РТ = EI Mc, + Ме, М.) 
= E = 2.24 +) 
-十 ( z Ха Xa X1 2 ХЕ хіх + ХХІХ 
= (т =) а: 
СОСЕПГ(2 За] АЕ 
9.7 卡 氏 定理 


卡 氏 定理 是 描述 应 变 能 与 位 移 之 间 关 系 的 一 个 重要 定理 , 同 单位 载荷 法 一 样 ,是 计算 弹 
性 体内 任 一 点 位 移 的 普遍 方法 , 它 是 由 А. Castigliano 于 1879 年 提出 的 。 

设 图 9-29 所 示 梁 在 外 载荷 Е, ,F,,… ,FF, 作用 下 产生 弯曲 变形 ,各 载荷 作用 点 沿 载荷 
作用 方向 的 相应 位 移 分 别 为 6 ,9: ,…',6, ,由 于 各 载荷 在 相应 位 移 上 做 功 ,根据 功能 原理 , 储 
存在 梁 内 的 应 变 能 为 

у, = № = Lera, + Fð + == +-Е,8,„) 

由 于 д ,9 ,…,0, 是 随 外 载荷 的 逐渐 增 大 而 变化 的 ,因此 ,应 变 能 是 各 载荷 Fi ,下 ,…， 

F, 的 函数 。 


А В А В 


В 9-29 


若 在 上 述 诸 外 力 中 让 任 一 力 F, 有 一 增 量 AF,, 而 其 余 各 力 保持 不 变 , 从 而 在 诸 外 力作 
用 点 沿 诸 力作 用 方向 的 位 移 均 有 增 量 Ai + Дд, ,…，A6, ,此 时 ,AF, 做 功 为 二 AF,A5,, 原 诸 力 
Е, 在 各 位 移 增 量 ЛӘ, 上 做 功 为 FiA5i ,因此 ,结构 因 АЕ, 的 作用 而 增 大 的 应 变 能 为 


AV, = LAF, Aò, + Е, Aà, + Е, Ав, + …… + F,A8, 


2 
车 略 去 高 阶 微量 去 AF,A6,, 则 
AV, = Е, Аб, + Е, Аб, + --- + F,A8, (a) 
根据 功 互 等 定理 , 若 把 Fi ,Fa ,… F, 作为 第 一 组 力 , 而 将 AF, 作为 第 二 组 力 , 则 有 
F, Að, + Е,Аб, +- + F, Ад, = AF,Ə, (b) 


НН (а) (b) nj BL 
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或 
АР = 8, 
令 ДЕ, 无 限 趋 于 零 , 则 有 
ЗК =ò, (9-20) 


上 式 说 明 , 若 将 结构 的 应 变 能 表示 为 载荷 Fas Faota F, 的 函数 , 则 应 变 能 对 任 一 载荷 
F, 的 偏 导数 等 于 F, 作用 点 沿 其 作用 方向 的 位 移 。 此 即 为 卡 氏 定理 。 

上 述 力 与 位 移 均 为 广义 力 和 广义 位 移 。 此 外 , 卡 氏 定理 仅 适用 于 线 弹 性 结构 。 

对 于 各 种 受 力 情况 , 卡 氏 定理 同样 适用 ,相应 的 形式 如 下 : 


a) 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 
әу, FR(z)dz 
& = эр, = ЭЕ, = (|, 2ЕА ) 


式 中 积分 是 对 zz 的 ,而 求 导数 是 对 F, 的 ,所 以 可 将 积分 号 里 的 函数 先 对 Е; 求 导 ,然后 再 积 
分 ,于 是 有 


_ ENCz) дЕ (х) 
ı ЕА дЕ; 


АГЕН. ARE AHB. АВС. ЗУНР n REFR ЈАТ 


р 


ат (9-21а) 


(2) 扭转 
ду. д T?’ (ках T(x) 9T(z) 
à= SE = ( EA ) кт (9-21b) 
G) 弯曲 
ау. ә ({ M? (dr Me ƏM(z) 
ù= эр, 5 (|, 2ЕТ ) | Е, “т кену 
кеййр кан-и, они алий 
为 ds。 
若 杆 件 发 生 的 是 组 合 变形 , 则 有 
Fs CG) ƏFx (G) Tla) ата, мо) ама 
‚кА эк 42+] с + М Jp de 09-210) 


必须 指出 : 利用 卡 氏 定理 计算 айелі ечеи 截面 的 角 位 移 时 ， 在 该 
点 或 该 截面 上 必须 有 相应 的 力 或 力 偶 。 否 则 就 必须 在 该 处 沿 所 求 位 移 方向 (转向 ) 假 想 地 附 
加 一 个 力 F, (广义 力 ), 求 出 包括 Е, 在 内 的 所 有 外 力作 用 下 该 线 弹 性 体 的 应 变 能 ,并 将 其 对 
Е, 求 偏 导数 然后 令 F. 等 于 零 , 便 可 求 得 所 求 位 移 。 这 种 方法 称 为 附加 力 法 。 

【 例 9-17】 用 卡 氏 定理 计算 如 图 9-30 所 示 梁 截面 C.D 的 挠 度 。 

解 : 第 一 种 解法 

(1) 求 支 反 力 


根据 静 力 平衡 条 件 求 得 
Fa=0, Fs=2F 
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(2) ВЕБ НУ НОГЕ M(x), 并 对 下 求 偏 导数 
根据 受 力 与 约束 情况 , 弯 矩 方程 需 分 三 段 来 写 。 


AC 段 (0 二 zx 二 a): 
М(х) = Ғллі = 0 
DOMCzi) _ 
ӘР 0 


СВ В (ах, <2a); 
М(х) =— Е(х;—а) 


9M(Czs ) 
E 一 一 (zz —а) 


BD @(2а<х,<3За): 
M(zs ) =— F(x, —a) + 2F(x; — 2а) = F(x; — За) 


9M(x) _ 
aF ~ 


— 3a 


(3) 计算 挠 度 
根据 卡 氏 定理 ,得 


u ЭМ = | Ме) моа, 
ж дЕ 
a MCa) дМ(ту),_ 2 M(x2) ӘМ(х;),_ 3e M(x) ӘМ(2;) 
o EI ЭЕ dz 十 „ СЕ ЭЕ dz: + “ТТІ JF dx, 


w — F(s —а) з“ F(x, — За) 
o+ | к = [一 (zs — а) Jdx, +P Тр (as — За) аль 


Fa’ Ға? _ 2Еа* 
ЗЕТ ЗЕ ЗЕГ 


用 同样 的 方法 , 求 得 D 截面 的 挠 度 


_ 9V, _ [ MG) M(xz), _ 2Еа* 
ӘЕ ı EI дЕ ЗЕІ 


其 结果 为 正 , 表 明 截 面 C.D 的 位 移 方向 均 与 外 载荷 F 的 作用 方向 一 致 。 但 是 ,这 是 一 
个 错误 的 结果 ,读者 不 妨 用 第 6 章 弯曲 变形 的 方法 计算 此 题 ,正确 的 答案 是 


二 0 十 


тор 


we Бір 1), w= Шын v) 
那么 ,上 述 计算 的 问题 出 在 哪里 呢 ? 
第 二 种 解法 : 
D 求 支 反 力 


暂时 用 F, 表示 C 点 处 的 集中 载荷 下 ,用 F, 表示 D 
POE 点 处 的 集中 载荷 下 ,如 图 9-31 所 示 。 此 时 , 支 反 力 为 


4 т р F, _ F, Fi ЗР, 
? | Fra 2 2 . Fre 2 + 2 
а-Ғү2-ғұ? | Ps=P2+3F212 (2) 分 段 列 出 弯 矩 方程 .并 分 别 对 F, Е, 求 偏 导数 


9-31 АС &(0<ту<а): 
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2 2 
aM) _ ль 
ӘЕ\ 2 
Ma) __ху 
ӘР, 2 
СВ В (a< x,<2a):; 
F, F. 
М(а,) (5 2ы F (а: —а) 
ЭМ( т, ) =: 1 
ЭЕ, 2 (=, — а) 2 (әз 2а) 


дМї(х;) __х; 
дЕ 2 
Вр В (2а<2;3а): 


2 2 2 2 
9Мї(х;) 23 НІН! 
JF, 2 (x; —a) + 2 (zs — 2a) 0 
9M(z;) | 
ЭЕ; 2 ка 2 Саз 2a) = zs — За 


(3) 计算 挠 度 
u= ду, = М(х) M(x) 
< aF Ji Ы ӘР, 
“ Мо) 9M(x у ° г Ма.) 9MG:) | +Ë М(2з) 9M(xs 
о Е дЕ, Ка ЕТ 3 t ja Ы ӘБү 
(2-8). n. 人) 
|: Е ‘2 +Í ET 


dr 


) &; 


> [- <= — 2a) ак, +0 


+ Е. =Е. =Е ЛЕА 

= Fa" 
12ЕІ 

负 号 表明 此 处 位 移 方向 与 所 受 载荷 F 方向 相反 , 即 C 点 实际 位 移 应 向 上 。 
同样 ,可 求 得 点 挠 度 为 

— 9У. _ [ M(x) дМ(х) 
IF; £ EI дЕ, 
“М эм “М БАД “М ӘМ 
с an fe MG Maan + f Ma eo 
(5. F; Е _ Е» 


i эм К аы +" Be a sj 


we 


wp 


ағ 


dzs 


EI EI 


Е,, ЗЕ, 
2 ЖЕ Е, (23 о (2+ ӘЛЕ 3a) 


Ë ET + (аз — 3a)dx; 
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ЖЕ-Е,-ЕҚА,Я 
ШЕ 9Fas 
12ЕТ 


正 号 表明 此 处 位 移 方向 与 所 受 载荷 F, 方向 一 致 , 即 DD 点 实际 位 移 应 向 下 。 
显然 ,第 二 种 解法 是 正确 的 。 
и. 
此 题 中 ,有 两 个 符号 完全 相同 的 外 载荷 ,如 果 按 第 一 种 解法 直接 应 用 于 六 一 5, 得 到 


的 结果 是 这 两 个 力 分 别 在 各 自作 用 方向 上 产生 的 位 移 的 代数 和 , 即 二 twc 十 wo 一 一 十 各 


тор 


十 中 和 8 于 。 因 此 ,对 于 这 类 在 杆 件 上 作用 有 若干 个 相同 符号 表示 的 外 力 的 问题 ,读者 


应 格外 注意 。 第 二 种 解法 提供 了 解决 这 类 问题 的 处 理 方法 。 
【 例 9-18】 试 计算 如 图 9-32 所 示 刚 架 截面 C 的 转角 。 设 各 截面 的 抗 弯 刚度 均 为 EI, 
并 略 去 轴 力 及 剪 力 对 变形 的 影响 。 


图 9-32 


解 : 由 于 在 截面 C 无 力 偶 作 用 , 故 假 想 地 在 此 处 附加 一 个 力 偶 M, (图 9-32(b)), 求 出 
ЖЕ М. 和 M, 共同 作用 下 的 支 座 反 力 


M. + M, M. + M, 
F = МЕМ, p = МЕ 
а 2а 
方向 如 图 所 示 。 
求 出 刚 架 各 段 的 弯 矩 方程 及 其 对 М, 的 偏 导数 。 
CD Bt: 
M. +M. aMCzri) 
Мс.) Рвота ( = Ja» ам. = 
BC Ez: 
276% 
Мсаз) = Еш X 2a — M, = M., Мола) 0 
АВ В: 
3M(x;) 
M(zs) = 0, “ы =Š 


根据 卡 氏 定 理 , 有 
_ [° мер амер 
æ=], Er ам, dz 


1f” aM(zi) 1 Г ӘМ(х») f 

Hl MG) ом dr + p | MOD г dzs + кү] MG) зда 
1 Г (М: 十 М.) ži 2a 

ЕП! 2а JO 2a = sgr (M. +M.) 


$ M.=0, 就 得 到 刚 架 只 在 M. 作用 时 ,截面 C 的 转角 
в. = 2М.а 
° ЗЕ] 


结果 为 正 , 表 明 截 面 C 的 转角 与 附加 力 偶 的 转向 相同 。 
【 例 9-19] 抗 弯 刚度 均 为 ET 的 静 定 组 合 梁 ABC ,在 AB 段 上 受 均 布 载荷 9 作用 ,如 


图 9-33(a) 所 示 。 已 知 梁 为 线 弹性 体 ,不计 剪 力 对 梁 变 形 的 影响 , 试 求 梁 中 间 铵 B 两 侧 截 
面 的 相对 转角 。 


ЕД 


图 9-53 


解 : ИР В 处 没有 受到 外 力 偶 的 作用 ,为 求 此 处 两 侧 截 面 的 相对 转角 , 需 在 中 间 
铵 两 侧 虚 设 一 对 外 力 偶 Ms (图 9-33(b))。 组 合 梁 在 均 布 载荷 和 虚设 外 力 偶 的 共同 作用 下 ， 
由 平衡 条 件 可 得 各 约束 处 的 支 反 力 (图 9-33(b))。 

两 段 梁 的 弯 矩 方程 及 对 Ms 的 偏 导数 分 别 如 下 : 


АВ, 
2 š 
Mía) (a+) (% ама) E, 0<:<І 
7169) Е — o 
aMs 71 
вс, 


M(x) -- Мы, 0<х</ 


9M(x) __х 


ӘМ» 1 
НЕКЕНІҢ ЕС B 两 侧 截 面 的 相对 转角 为 


265 _ 
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An. = SV, 1 MG) M(x),, [Ме ӘМ) 
P aMs Jo ЕТ ӘМ, ‘Jo ЕГ 9М, 
2 2 
q +L Ma], (š r 2M, | 一 至 — М, 
Г 1 2 =. (z 2)ае+ f 1 ( 2) 
° El 1 o Е ПЕ Бі 
S Ms 二 0, 上 式 为 
2 2 
Abs | = - (= ?jdz+o 


с. 0 d _ = E 74° 
m (e: 212 ЈЕ 2)ш ZEI 
结果 为 正 , 表 明 相 对 转角 Аб» 的 转向 与 虚设 外 力 偶 Ms 的 转向 一 致 。 
【 例 9-201 计算 如 图 9-34 所 示 平 面 曲 杆 B 点 的 水 平 及 铅 垂 位 移 。 设 ET 为 常数 。 


----- 


图 9-34 


М. (1) 求 B 点 的 水 平 位 移 
在 B 点 加 一 水 平 附加 力 ,( 图 9-34(b)), 于 是 ,平面 曲 杆 在 下 及 下 ,共同 作用 下 的 弯 矩 


方程 为 
M = ЕКсозф + F,R(1 — sine) 
故 
ӨЙ ыл 
ЭЕ, 7 К(1 — sing) 


因此 ,B 点 的 水 平 位 移 为 
— ЕК? 


ИТО ы адыр 
ъ= | М ЗЕ,® lr- = gr], ЕКсозф КА — sing) Кар = эру 


(2) 求 B 点 的 垂直 位 移 
由 于 在 В 点 受到 竖 直 方向 的 集中 载荷 下 , 故 可 直接 求解 。 由 图 9-34(a) 可 知 ,平面 曲 杆 
ERRE FEH TF BEN EA 
М = ЕКсозф 


故 


53 = Ксоѕф 


d 


因此 ,B 点 的 垂直 位 移 


M әм 
дв, 


,EI oF 


ЕК? 


-4f ¿Rap = 
ds = ЗЕН ЕК соѕр • Ксозф • Каф ТЕТ 


9.8 用 能 量 法 解 超 静 定 系 统 


前 面 几 章 中 , 曾 介绍 了 轴 向 拉 压 ,扭转 和 弯曲 变形 下 的 简单 超 静 定 问题 及 其 解法 。 但 
是 ,工程 实际 中 还 有 很 多 复杂 的 超 静 定 问题 ,如 超 静 定 刚 架 、 超 静 定 曲 杆 ,用 前 述 方 法 很 难 求 
解 。 本 节 将 以 能 量 法 为 基础 ,进一步 研究 分 析 超 静 定 问 题 的 原理 及 一 般 解 法 。 

如 前 所 述 ,求解 超 静 定 问题 的 基本 方法 ,是 综合 考虑 静 力 、 儿 何 和 物理 三 方面 的 方法 , 即 
除 静 力 平衡 方程 外 ,还 需 根 据 几何 相 容 条 件 列 出 变形 几何 相 容 方程 ,再 由 力 与 位 移 间 的 物理 
关系 进一步 得 到 补充 方程 ,从 而 解 得 相应 的 多 余 未 知 力 。 求 出 多 余 未 知 力 后 , 超 静 定 结构 的 
相当 系统 就 完全 等 效 于 原来 的 超 静 定 结构 。 于 是 ,就 可 按 静 定 问 题 求解 该 超 静 定 结构 的 内 
力 、 应 力 或 变形 。 对 于 超 静 定 杆 系 、 刚 架 或 曲 杆 ,都 可 按 类 似 的 方法 求解 。 下 面 举 例 说 明 应 
用 能 量 法 求解 超 静 定 系 统 的 方法 。 


【 例 9-21】 用 能 量 法 解 如 图 9-35 所 示 超 静 定 梁 , 并 画 出 梁 的 弯 矩 图 。 设 梁 抗 弯 刚度 
El 为 常数 。 


М. 该 梁 为 一 次 超 静 定 梁 。 选 取 支 座 B 为 多 g 


余 约 束 ,解除 该 约束 并 以 多 余 未 知 力 Fr 代替, 得 到 a л} ө ‘с 


相 容 条 件 是 在 B 点 处 的 挠 度 为 零 , 即 


ив 一 (a) 4 
根据 静 力 平衡 方程 ,可 求 得 支 座 A、C 处 的 支 反 四 4 T с 
力 如 图 9-35(b) 所 示 。 Я Қа 
各 段 梁 的 弯 矩 方程 及 其 对 Fas 的 偏 导数 分 别 为 。 92 fas?2 Р. 
АВ В: 
_ (a — Fa) д. © атта ПТ 
М(х) = ( 2 ): от’ { (852 
‚ 0<х<-- 
IMa) __z 2 图 9-35 
аб ? 
ВС в: 
Я ql — Евв ені з 
М(х) = (= 上 zT А 
‚ 0<2< 5 
9M(7z) __х i 
ƏFos 2 
根据 卡 氏 定理 , 即 可 求 得 已 点 的 挠 度 
_ ду, _ [ ме M(x), _ 2 (а — Frs q х 
w= ары =: EL Fe о Е [( 2 ) | z Jaz 


2 = (ж яг Ры) 
El 4 ва ЕГ\128 48 ' 48 


将 上 式 代 入 变形 相 容 条 件 ( 式 (a)) 中 , 便 可 求 得 
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Frs = ЕГІ $) 
多 余 未 知 力求 出 后 , 便 可 按 静 定 问 题 画 梁 的 弯 矩 图 。 
由 此 求 得 图 9-35(b) 中 A.C 支 座 的 支 反 力 
Ем = Еж = С 
再 由 两 段 梁 的 弯 矩 方程 , 便 可 画 出 该 超 静 定 梁 的 弯 矩 图 (图 9-35(c))。 


【 例 9-22] 用 卡 氏 定理 求 如 图 9-36(a) 所 示 刚 架 的 支 反 力 。 已 知 两 杆 的 抗 弯 刚度 均 
为 ET, 不 计 剪 力 和 轴 力 对 变形 的 影响 。 


M.=50kN-m 


q=10kN/m 


图 9-36 


解 : 此 刚 架 为 一 次 超 静 定 刚 架 。 取 支 座 B 为 多 余 约束 ,解除 该 约束 并 以 多 余 未 知 力 
Fa 代替 ,得 到 其 相当 系统 如 图 9-36(b) 所 示 。 和 原 刚 架 相 比 ,应 满足 的 变形 相 容 条 件 是 B 
点 处 的 挠 度 为 零 , 即 
лов = 
由 卡 氏 定理 ,得 力 与 位 移 的 物理 关系 为 


ду. Е, „у М(х) ,. 
wg ЭЕ, = Е MG) Ер dz 


刚 架 各 段 弯 矩 方程 及 其 对 Fas 的 偏 导数 分 别 为 


BD Ë: 
M(x) = Frer 
ШЕР: 
se шаа 
ӘЕрв 
DC . 
М(х) = Frez — М, 
а 
[мы == 
Ras 
СА В: 


М(у) = Frea — М. — Фу? 


гә 


aM) _ 
apB < 


于 是 
жан = В ғ Я zdz 十 | СР -Mdada + | (Feo = м, -g ads] =0 
将 上 式 积分 .整理 并 代入 载荷 M. 及 q 值 后 ,得 


Еһ- чу (33M, +4?) 
= —L (33 X 50 X 10° + 4 X 10 X 10° X 52) 
32x5 
= 16.56 X 10° (N) = 16. 56(kN) 
求 得 多 余 未 知 力 Fes 后 , 便 可 按 相当 系统 (图 9-36(b)) ,由 静 力 平衡 方程 求 得 固定 端 A 
的 支 反 力 为 

Fra = 50kN(—) 
Fra = 16. 56№( +) 
Ma = 92. 2kN + шой) 


ГІ 9-23] 求解 如 图 9-37(a) 所 示 超 静 定 刚 架 。 设 两 杆 的 ET 相等 。 


图 9-37 


解 : 此 刚 架 为 一 个 三 次 超 静 定 刚 架 。 解 除 固定 支 座 B 的 三 个 多 余 约 束 ,并 代入 三 个 多 
余 未 知 力 ,得 图 9-37(b) 所 示 相 当 系 统 。 和 原 刚 架 相 比 ,应 满足 的 变形 相 容 条 件 是 B 点 处 的 
水 平 、 铬 垂 位 移 及 已 点 处 的 转角 均 为 零 , 即 
Ав. =0, Ар, = 0, бв = 0 
刚 架 各 段 的 弯 矩 方程 及 其 对 Frez Frey 及 Ms 的 偏 导数 分 别 为 


ВС. 
М(х) = Ев, * z +M, 0<л<а 
9M(z) _ 0. 9M(x) _ ж 32MG z) _ 1 
ӘР. 2Еш, JM; 

AC Ez; 


М(х) = Ев, • а + Ms — Frez 02—422, 0<:<а 


227169) М(х) 9M(x) 
ӘР. ` ЭР, 


根据 卡 氏 定理 ,有 
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д = | ae, .=+Мь) +0. det |с, sat M= Еш 400—004] 


1 
EI 


3 2 3 4 
Е" м, + ғы + 94 |в» (а) 


Ay: = Ш Еву z 十 Mo)zdz 十 | (Ға, а Ms — Fass + z — a?) + a + da] 


3 
=ш(® Ев, + © 全 Me +? Frey + a° М, Ва. — 9) 0 (b) 
б = ЕНІ (Frey "а + Мв) + 1 ° d+ (Ға, * а Мь — Fa = = 94°) + 1 da] 
= Fre, + аМь + а? Евь, +аМь 一 “ғы =) 0 (© 
联 立 方程 (a) СЬ) 、(c) , 便 可 求 得 
Ев, = ча 
Frey = Шаа 
= ла 
Ма = qg qa 


ҖИР Ека, 、Frsy 为 负 , 均 表示 实际 方向 应 与 假设 方向 相反 , 即 Fr 应 该 向 左 ,Frs, 应 该 向 下 。 

求 出 三 个 多 余 未 知 力 , 即 可 按 静 定 问题 进一步 求解 此 刚 架 ,如 可 作 刚 架 的 弯 矩 图 等 。 这 
里 不 再 袭 述 。 

以 上 例题 均 是 用 卡 氏 定 理 求解 的 ,当然 ,用 莫 尔 积分 也 同样 可 以 求解 ,读者 不 妨 试 着 用 
莫 尔 积分 对 上 述 各 题 求解 一 遍 ,比较 一 下 哪 种 方法 更 方便 些 。 

本 节 中 ,求解 超 静 定 问题 , 均 是 以 多 余 未 知 力作 为 基本 未 知 量 ,这 种 以 力 为 基本 未 知 量 
求解 超 静 定 问题 的 方法 称 为 力 法 。 通 常 , 力 法 的 应 用 较为 广泛 ,但 是 当 超 静 定 次 数 较 高 时 ， 
如 例 9-23, 则 需求 解 联 立 方程 组 ,计算 较为 复杂 。 除 了 这 种 以 未 知 力 作为 基本 未 知 量 求解 
超 静 定 问题 ,还 有 一 种 方法 , 则 是 以 结构 中 未 知 的 节点 位 移 作 为 基本 未 知 量 ,这 种 以 位 移 为 
基本 未 知 量 求解 超 静 定 问题 的 方法 称 为 位 移 法 。 位 移 法 则 更 适合 用 来 求解 高 次 超 静 定 。 关 
于 力 法 和 位 移 法 的 进一步 讨论 ,将 在 结构 力学 课程 中 详细 介绍 。 


9-1 杆 件 的 弹性 应 变 能 等 于 外 力 所 做 的 功 , 如 何 理解 功 有 正 、 负 而 应 变 能 总 是 正 的 。 
9-2 克拉 贝 - 依 隆 原理 表明 : 线 弹 性 体 的 应 变 能 等 于 每 一 个 载荷 与 其 相应 的 位 移 乘 积 


的 二 分 之 一 的 总 和 , 即 了 :一色 一 于 PiAi 十 去 FaAs 十 ， …, 这 个 结论 和 应 变 能 不 能 释 加 的 特点 


是 否 矛 盾 ? 

9-3 一 简 支 粱 分 别 承受 两 种 形式 的 载荷 ,其 变形 情况 如 思考 题 9-3 图 (a) 和 (b) 所 示 。 
由 功 互 等 定理 得 到 正确 的 等 式 是 ( 2. 

(A) Ес * wc tFn * ив = Мабл + Мьдв 


(B) Fc * wp РЕ * ас =Мабь Ms04 
(C) Ес * we tFp * wp = M,0, + Мьдв 
(D) Ес * wp +Fp * ис =Мабь + Мьбл 


思考 题 9-3 图 


9-4 图 孙 带 有 微小 缺口 (Ab 很 小 ?的 圆 环 ,试问 在 缺口 的 两 侧 截面 上 ,施加 怎样 的 力 才 
能 使 这 两 个 截面 恰好 密 合 ” 为 什么 ? 

9-5 图 示 等 截面 刚 架 的 抗 弯 刚 度 ET 已 知 , 载 荷 下 作用 在 C 点 上 ,和 欲 使 C 点 的 位 移 沿 
着 下 力 的 方向 ,a 角 应 为 何 值 ? 


AU 


思考 题 9-4 图 思考 题 9-5 图 

9-6， 受 均 布 载荷 作用 的 等 截面 悬臂 梁 , 变 形 后 的 挠 曲线 与 变形 前 的 轴线 间 所 围 的 面 
积 为 ,如 图 所 示 。 试 证 明 在 不 计 剪 力 对 位 移 的 影响 的 情况 下 ,应 变 能 V, 对 载荷 集 度 g 的 
变化 率 等 于 面积 w, 即 一 w。 

9-7 车 用 卡 氏 定理 计算 图 示 刚 架 截 面 A 的 铬 重 位 移 Aw ,在 不 计 剪 力 和 轴 力 对 位 移 的 
影响 下 ,试问 能 否 用 2 天 一 Aw? 为 什么 ? 

о-в. 图 示 圆 柱 体 承受 轴 向 拉 伸 ,已 知 .Ld 以 及 材料 弹性 常数 Ey。 试 用 功 互 等 定 
理 求 圆柱 体 的 体积 改变 量 。 


Ы 


思考 题 9-6 图 思考 题 9-7 图 思考 题 9-8 图 
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习题 


9-1 图 示 杭 架 各 杆 的 材料 相同 ,截面 面积 相等 , 试 求 在 下 力作 用 下 顶 架 的 应 变 能 。 
9-2 ” 试 求 图 示 受 扭 圆 轴 内 的 应 变 能 (d, 二 1. 5di )。 


题 9-2 图 


9-3 ШРК АВ 杆 在 两 种 受 力 情况 下 的 应 变 能 。 EA 1=10т,й =0. 1m。 
9-4 图 示 简 支 梁 ,计算 下 列 三 种 情况 下 的 梁 的 应 变 能 ,并 进行 比较 和 讨论 能 否 用 释 加 
法 进行 计算 。 设 抗 弯 刚 度 ET 为 常数 。 
(1) FAM. 同时 按 比例 加 载 ; 
(2) 先 加 下 ,后 加 M. ; 
(3) AJM Me, 后 加 下 。 
F А В Ж 


Е П z 


(b) 


题 9-3 图 题 9-4 图 


9-5 试 计 算 图 示 梁 或 结构 的 应 变 能 , 略 去 剪 切 的 影响 ,ET 为 已 知 。 对 于 只 受 拉 伸 (或 
压缩 ) 的 杆 件 ,考虑 拉 伸 (压缩 ) 时 的 应 变 能 。 

9-6 传动 轴 受 力 如 图 。 材 料 为 45 #9. Е = 210СРа. С = 80СРа, #14 4=40тт. Н 
算 此 轴 的 应 变 能 。 

9-7 题 9-7 图 (a)、(b) 所 示 为 同一 梁 的 两 种 受 力 状态 ,gq 二 g(x) 为 已 知 函数 ,抗灾 刚 度 
EI 为 常数 。 试 利用 位 移 互 等 定理 导出 图 (a) 所 示 梁 自由 端 A 的 挠 度 zwa。 图 (b) 所 示 梁 的 
位 移 可 查阅 本 书 有 关 表 格 。 

9-8 ”图 示 纤 维 增强 复合 材料 , 轴 1 沿 纤 维 方向 , 轴 2 垂直 于 纤维 方向 。 当 正 应 力 o № 
独 作 用 时 ( 题 9-8 图 (a)) ,材料 沿 1 和 2 方向 的 正 应 变 分 别 为 


(9) (4) 
题 9-5 图 


式 中 ,E 和 ms 分 别 为 复合 材料 的 纵向 弹性 模 量 与 纵向 泊 松 比 。 当 m 单独 作用 时 ( 题 9-8 图 
(b)) ,上述 二 方向 的 正 应 变 则 分 别 为 


RP, E, 与 yi 分 别 为 复合 材料 的 横向 弹性 模 量 与 横向 泊 松 比 。 Е 。 


g(x) 
| | 
А 
- -| 
(a) 
в 
; А 
h 
(b) 
E 9-6 图 题 9-7 图 


9-9 试用 位 移 互 等 定理 求 图 示 简 支 梁 上 载荷 已 移 至 何 处 时 ,截面 C 的 挠 度 最 大 。 梁 
的 抗 弯 刚度 ET 已 知 。 


2 2 


а ат Т Б 
А с B 
a F 
а) ЕКЕН — ¿| 
题 9-8 图 题 9-9 图 


9-10 ”试用 单位 力 法 求 图 示 各 梁 在 载荷 作用 下 ,截面 A、C 处 的 挠 度 和 截面 A 的 转角 ， 
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设 ЕТ 为 已 知 , 略 去 剪 力 对 位 移 的 影响 。 


5 ПЕНН | 
ІТ!!! 
А с В 4 ч В 

а ° ГА m | 

(а) (b) 
м, 
А T B 

23 13 

(с) 


(е) 
14 号 工 字 钢 E=210GPa 


题 9-10 图 


9-1 图 示 变 截面 梁 , 自 由 端 承 受 集中 载荷 下 = 1kN 作用 ,材料 的 弹性 模 量 Е = 
200GPa。 试 用 单位 力 法 计算 截面 A 的 挠 度 。 

9-12 用 单位 力 法 求 图 示 各 杆 系 的 下 列 位 移 : 

(а) 已 知 各 杆 EA 相同 ,各 杆 长 均 为 a, 求 节点 A、B 间 的 相对 位 移 和 C、D 间 的 相对 位 移 ; 

(b) 已 知 各 杆 EA 相同 , 求 节点 C 的 铅 重 位移 和 节点 B 的 水 平 位 移 ; 

(c) 已 知 各 杆 EA Ж]. ЖКТЕ С 处 由 于 各 杆 弯曲 引起 的 铬 垂 位 移 和 也.C 间 的 相对 位 移 。 


C 
е = 
р 
Е Е 
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9-13 用 单位 力 法 求 图 示 各 圆 弧 形 曲 杆 的 下 列 位 移 。 设 EI 及 GT 均 为 已 知 。 
(а) 求 曲 杆 B 截面 的 水 平 位移 ; 

(b) 求 曲 杆 А 截面 的 水 平 位 移 及 铅 垂 位 移 ; 

(c) 求 曲 杆 А 截面 的 水 平 、 铬 垂 位 移 及 转角 。 


题 9-13 图 


9-14. 试用 单位 力 法 分 别 求 出 图 示 下 列 折 杆 指定 截面 处 的 位 移 。 已 知 各 杆 EI 相同 。 

(а) À D 截面 的 线 位 移 和 角 位 移 。 

(b) 判断 各 节点 的 水 平和 错 垂 位 移 的 指向 。 

(с) 圆 截 面 折 杆 ABC(LABC 二 90”) 位 于 水 平面 内 ,已 知 杆 截面 直径 a 及 材料 的 弹性 模 
Ш Е.С, ЖМИ С 处 的 铬 垂 位 移 和 角 位 移 。 只 考虑 弯 和 矩 和 扭转 的 影响 ,不 计 剪 力 的 影响 。 


ka — 2⁄4 g. 
42 B 
@ F Ы 
pl 1 q 
Гаа] I 
4 B Ë = р С 
ы | 5 @ 
B 2, С 
题 9-14 图 
9-15 图 示 各 梁 中 F.M. q l 以 及 抗 弯 刚 度 ЕТ 等 均 已 知 ,忽略 前 力 影响 。 用 图 乘法 求 
ЖАН ВИ В 的 转角 。 
M M 
了 Е В 
L 1 
(а) (b) 
q ql to 
в Нату E PER H, 
12 ір -- 22-222. 
(с) (4) 


题 9-15 图 
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9-16 用 图 乘法 求 图 示 各 变 截面 梁 截 面 B 的 竖 向 位 移 及 截面 A 的 转角 。 


(а) (b) (c) 
Eñ 9-16 图 
9-17 图 示 刚 架 各 段 的 材料 相同 ,但 抗 弯 刚度 不 同 。 试 用 图 乘法 求 A 点 的 水 平 位 移 及 


A 截面 的 转角 。 
9-18 ”图 示 结 构 中 ,用 卡 氏 定 理 求 也 点 的 挠 度 。 


El EL, Еһ 
1 D түс B 
| a е а га а | 
题 9-17 图 题 9-18 图 


9-19 用 卡 氏 定理 求 图 示 各 刚 架 截面 A 的 位 移 和 截面 B 的 转角 。 设 抗 弯 刚度 ET 为 常 
数 , 略 去 剪 力 、 轴 力 的 影响 。 


题 9-19 图 


9-20 ШЕКЕ ЯК л ИГИ В 的 铬 垂 位 移 。 各 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 EA 均 相 等 。 
9-21 用 卡 氏 定理 求 图 示 平面 曲 杆 B 点 的 铅 垂 位 移 。 设 EIRG, 已 知 。 


(55; 


Е 


题 9-21 图 


9-22 由 杆 系 及 梁 组 成 的 混合 结构 如 图 所 示 , 设 下 .a、E、A、I 均 为 已 知 。 试 用 卡 氏 定 
HOR C 点 的 铅 垂 位 移 。 

9-23 各 杆 均 由 直径 4=30mm 的 钢 圆 杆 制 成 的 刚 架 如 图 所 示 。 已 知 F—=0.5kN,E= 
200GPa,G 二 80GPa。 各 杆 均 在 线 弹性 范围 内 工作 , 且 不 计 剪 力 和 轴 力 对 位 移 的 影响 。 试 用 
卡 氏 定理 求 截面 D 沿 力 方向 的 位 移 Ар, o 


题 9-22 图 题 9-23 图 
9-24 材料 为 线 弹 性 , 抗 拉 压 刚度 为 EA 的 超 静 定 术 架 及 其 承载 情况 如 图 所 示 , 试 用 卡 
氏 定 理 求 各 杆 的 轴 力 。 
9-25 试 求 梁 在 支 座 1 截面 上 的 弯 矩 Mi 。 
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9-26 ”车 床 的 主轴 简化 成 直径 为 4 二 90mm 的 等 截面 当量 轴 , 轴 有 三 个 轴承 ,在 垂直 平 
面 内 的 受 力 情况 如 图 所 示 。F 和 下 . 分 别 是 传动 力 和 切 前 力 简化 到 轴 上 的 分 力 , 且 F; 二 
3.9КМ,Е.=2. 64КМ. # Е=200СРа, АЖ D 点 的 挠 度 。 
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题 9-26 图 


9-27” 作 图 示 刚 架 的 弯 逢 图 。 设 刚 架 各 杆 的 ЕТ 均 相 等 ,不 计 轴 力 和 剪 力 。 


题 9-27 图 


9-28 试 作 图 示 平 面 曲 杆 的 弯 矩 图 。 已 知 抗 弯 刚 度 ET ,不计 轴 力 和 剪 力 。 


ВЕ 


(а) (b) 
题 9-28 图 


压 杆 稳定 


10.1 概述 


工程 中 有 很 多 承受 轴 向 压力 作用 的 杆 件 ,如 内 燃 机 配 气 机 构 中 的 挺 杆 (图 10-1)、 磨 床 
液压 装置 的 活塞 杆 (图 10-2) 等 ,对 于 这 些 受 压 杆 件 (简称 压 杆 ) ,除了 必须 具有 足够 的 强度 
和 刚度 外 ,还 需要 考虑 稳定 性 问题 。 


图 10-1 图 10-2 


以 前 各 章 从 强度 的 观点 出 发 ,认为 压 杆 在 其 横 截 面 上 的 工作 应 力 超过 材料 的 极限 应 力 
(о, 或 m) 时 ,就 会 因 其 强度 不 足 而 失去 承载 能 力 。 这 种 观点 对 于 始终 能 够 保持 其 原 有 直线 
形状 的 粗 短 杆 来 说 是 正确 的 。 但 是 ,对 于 较 细 长 的 压 杆 来 说 ,实践 证 明 , 在 轴 向 压力 的 作用 
下 , 杆 内 应 力 在 没有 达到 材料 的 极限 应 力 , 有 时 甚至 还 远 远 低 于 材料 的 比例 极限 о, 时 ,就 会 
引起 骤然 的 侧 向 弯曲 而 破坏 。 这 说 明 , 杆 件 受 压 丧失 工作 能 力 并 不 是 因 强 度 不 足 而 发 生 压 
缩 破坏 。 对 于 这 些 细 长 的 受 压 杆 件 所 表现 出 的 与 强度 、 刚 度 问 题 过 然 不 同 的 性 质 , 就 是 绪论 
中 所 说 的 稳定 性 问题 。 

理论 力学 中 曾 介绍 了 关于 刚体 平衡 的 稳定 性 概念 , 即 平衡 的 三 种 形式 : 稳定 平衡 ,不 稳 
定 平衡 及 随 遇 平 衡 ( 图 10-3)。 对 于 弹性 体 的 平衡 ,同样 也 存在 稳定 性 的 问题 ,弹性 体 保持 


(а) (b) (© 
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其 初始 平衡 状态 的 能 力 称 为 弹性 平衡 的 稳定 性 。 如 何 判断 一 细 长 压 杆 是 否 稳定 ,可 通过 下 
面 的 实验 加 以 说 明 。 在 某 细 长 压 杆 的 两 端 施加 一 对 大 小 相等 .方向 相反 的 轴 向 外 载荷 F, 
载荷 下 的 数值 小 于 某 一 极限 值 时 , 压 杆 能 一 直 保 持 它 在 直线 形状 下 的 平衡 。 这 时 即使 作用 
一 微小 的 侧 向 干扰 力 使 杆 发 生 微小 的 弯曲 变形 (图 10-4(a)), 压 杆 也 能 在 干扰 力 解除 后 恢 
复 到 其 原 有 的 直线 形状 (图 10-4(b)) ,这 说 明 此 时 压 杆 的 直线 平衡 状态 为 稳定 平衡 。 但 是 ， 
当 载荷 下 逐渐 增 大 到 某 一 极限 值 Fe 时 , 若 再 作用 一 微小 的 侧 向 干扰 力 使 杆 发 生 微小 的 弯 
曲 变形 ,在 干扰 力 解除 后 , 压 杆 将 不 能 恢复 到 其 原 有 的 直线 形状 ,而 是 在 微 弯 的 状态 下 保持 
平衡 (图 10-4(c)), 此 时 , 压 杆 的 直线 平衡 状态 为 不 稳定 平衡 。 随 着 载荷 下 的 继续 加 大 , 压 
杆 的 弯曲 程度 也 不 断 增加 ,直至 破坏 。 通 常 . 将 压 杆 由 直线 状态 的 稳定 平衡 过 渡 到 直线 状态 
的 不 稳定 平衡 所 能 承受 的 轴 向 压力 的 极限 值 F 称 为 压 杆 的 临界 压力 或 临界 力 ; 而 将 压 杆 
在 临界 压力 作用 下 ,其 直线 状态 由 稳定 平衡 转化 为 不 稳定 平衡 的 现象 称 为 压 杆 在 直线 状态 
下 的 平衡 形 失 了 稳定 性 ,简称 失 稳 ,也 称 为 屈曲 。 

一 细 长 压 杆 在 轴 向 压力 作用 下 是 否 失 稳 , 似 乎 与 侧 向 
干扰 力 有 关 。 对 于 由 均 质 材料 制 成 轴线 为 直线 且 外 加 压 
力作 用 线 与 压 杆 轴线 绝对 重合 的 理想 "中心 受 压 杆 件 ” 这 
种 力学 模型 来 说 , 当 压 力 达 到 极限 值 Fe 时 仍 能 在 直线 状态 
下 保持 平衡 。 但 由 于 实际 压 杆 不 可 避免 地 存在 初 曲率 , 压 
力作 用 线 不 可 能 与 杆 轴线 绝对 重合 ,以 及 无 法 避免 的 材料 
本 身 的 不 均匀 性 ,所 以 ,一 旦 轴 向 压力 达到 极限 值 Fe 时 , 压 
杆 的 这 种 直线 状态 的 不 稳定 平衡 就 是 客观 存在 的 。 

工程 实际 中 ,结构 因 其 受 压 杆 件 失 稳 而 导致 破坏 的 例 
子 很 多 。 例 如 ,1907 年 加 拿 大 一 座 长 约 548m 的 魁北克 大 

图 104 桥 在 施工 中 突然 倒塌 ,就 是 由 于 两 根 受 压 杆 失 稳 所 引起 
的 。 由 于 这 些 压 杆 失去 稳定 是 又 然 发 生 的 ,往往 会 造成 严重 的 事故 ,因此 ,研究 压 杆 的 稳定 
问题 对 于 保证 工程 结构 的 安全 是 非常 重要 的 ,目前 , 压 杆 的 稳定 计算 已 成 为 结构 设计 中 极为 
重要 的 一 部 分 。 

除 压 杆 外 ,其 他 构件 也 存在 稳定 性 问题 。 例 如 ,在 内 压 作 用 的 圆柱 形 薄 壳 , 壁 内 应 力 为 
拉 应 力 , 这 是 一 个 强度 问题 ,如 蒸气 锅炉 .圆柱 形 薄 壁 容 器 等 就 是 这 种 情况 。 但 如 圆柱 形 薄 
壳 在 均匀 外 压 作 用 下 , 壁 内 应 力 变 为 压 应 力 ( 图 10-5(b)), 当 外 压 达 到 临界 值 时 , 薄 壳 的 圆 
形 平衡 就 变 为 不 稳定 ,会 突然 变 成 由 虚线 表示 的 长 圆 形 。 


(a) (b) 
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图 10-5 中 列举 了 几 种 薄 壁 结构 的 失 稳 现象 。 本 章 仅 讨论 压 杆 的 稳定 性 问题 ,对 其 他 形 
式 的 稳定 问题 不 作 讨论 。 


10.2 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 临界 压力 


由 上 节 可 知 ,对 于 压 杆 稳定 性 的 研究 ,临界 压力 是 一 个 重要 的 量 , 因 此 ,必须 首先 确定 压 
杆 的 临界 压力 F. 的 数值 。 但 由 于 不 同 约束 情况 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 是 不 同 的 ,本 节 首 先 
就 两 端 铵 支 情况 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 的 计算 公式 进行 推导 。 

设 细 长 压 杆 的 两 端 为 球 铵 支 座 (图 10-6(a) ) ,轴线 为 直线 ,压力 下 与 轴线 重合 。 如 上 节 
所 述 , 当 压力 达到 其 临界 值 时 , 压 杆 由 原来 的 直线 平衡 状态 转变 为 曲线 平衡 状态 。 可 以 认 
为 ,使 压 杆 在 微 弯 状态 下 保持 平衡 的 最 小 轴 向 压力 即 为 临界 压力 。 


在 如 图 10-6(b) 所 示 的 坐标 下 , 设 距 原点 为 z 的 任意 横 截面 的 挠 度 为 ww, 则 该 截面 由 轴 
向 压力 产生 的 弯 矩 М 的 绝对 值 为 Fee 。 若 压力 下 用 绝对 值 表示 , 则 由 图 10-6(b) 可 知 ,在 所 
建立 的 坐标 系 下 ,M 与 ww 的 符号 始终 相反 。 故 有 


M =— Fw (a) 
对 于 微小 的 弯曲 变形 ,有 挠 曲线 近似 微分 方程 
Фе М 
d ЕТ 
将 式 (a) 代 入 ,有 
Фиш _ Fw 
d ЕІ e 
令 
e = A 
в = ЕТ (c) 
于 是 式 (b) 可 以 写成 
жш u = 0 СУ 


对 于 这 样 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,其 通 解 为 
w = Авіпел + ВсозЁт (e) 
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式 中 ,A、B 为 待定 的 两 个 积分 常数 ,可 以 通过 压 杆 的 边界 条 件 

£ = 0w = 0 

£ = lw = 0 
来 确定 。 

将 上 述 两 个 边界 条 件 分 别 代入 式 (e) , 则 可 求 得 
B=0, Asinkl = 0 

后 面 的 式 子 表明 ,要 使 Asink! 二 0,A 或 者 sinkl VETE., НЕ, A 等 于 零 , 由 B=0 可 
知 ,此 时 式 (e) 一 定 为 w 二 0, 这 表明 杆 件 任 一 横 截面 的 挠 度 均 为 零 , 即 压 杆 轴线 仍 为 一 条 直 
线 。 显然 ,这 与 事先 设 定 的 压 杆 处 于 微 弯 的 平衡 状态 相 矛 盾 。 故 只 能 是 


sinkl = 0 
于 是 求 得 
к= = п = 0,1,2 
Ki k IRAI (с, 
_ n El 
=, 


因为 n 是 0,1,2,… 无 数 整数 中 的 任意 一 个 , 故 上 式 表 明 , 使 压 杆 在 微 弯 状态 下 保持 平衡 的 
压力 ,理论 上 是 多 值 的 。 在 这 些 压力 中 ,使 杆 件 保持 微小 弯曲 的 最 小 压力 , 才 是 压 杆 的 临界 
压力 F,。 如 取 n 二 0, 则 有 下 二 0, 表 示 杆 件 不 受 力 ,这 与 讨论 的 情况 不 符 。 因 此 ,只 有 取 n= 
1, 才 能 使 压力 为 最 小 值 ,于 是 ,临界 压力 即 为 

= El 


=" (10-1) 


ЗАСА ЛЕ WJ У E ЖЄ J ІНЕ HE RF li ЕН ӘРИ З ChRL. Euler) F 1744 年 首先 导 
出 的 , 故 通常 称 之 为 欧 拉 公 式 。 

应 该 指出 ,由 于 压 杆 两 端 是 球 铵 支 座 ,允许 杆 件 在 任意 纵向 平面 内 发 生 弯曲 变形 ,因而 
杆 件 的 微小 弯曲 变形 必定 是 发 生 在 抗 弯 能 力 最 差 的 纵向 平面 内 。 因 此 ,在 应 用 式 (10-1) 计 
算 压 杆 的 临界 压力 时 , 工 应 为 横 截 面 的 最 小 惯性 矩 in о 

两 端 铵 支 压 杆 是 工程 实际 中 最 常见 的 情况 ,前 面 提 到 的 挺 杆 活塞 杆 以 及 术 架 结构 中 的 
ЗЕЕ, В п fA AE IRPI а СГ. 

H3KC10-1) A, ЕЕЕ Ий 2 Н 71 53 ААЛ s Е ET 成 正比 ,与 杆 长 7 的 平方 成 反比 。 


在 临界 压力 作用 下 , 即 2 一 1 一 了 ,此 时 , 压 杆 的 挠 曲线 方程 为 


x= 


1 
ЖАНД n ЕЕ ЗЕ НӘРІН 93825 F ИУ Е ЖЛЕ — Ж Е ТЕ ЭНН. БЕН R а а О ВЕЛЕ ОП ó Ж 
示 , 数 值 上 就 等 于 A) 则 取决 于 压 杆 微 弯 的 程度 。 
需要 指出 的 是 ,在 以 上 求解 过 程 中 ,6 实际 上 是 一 个 无 法 确定 的 值 , 即 不 论 6 为 任何 微 
小 值 ,上 述 平衡 条 件 始终 成 立 , 似 乎 压 杆 在 临界 压力 作用 下 可 以 在 微 弯 状 态 下 处 于 随 过 平衡 
状态 。 而 事实 上 这 种 随 遇 平 衡 状 态 是 不 成 立 的 ,6 值 之 所 以 无 法 确定 ,是 因为 在 推导 欧 拉 公 
式 的 过 程 中 使 用 了 挠 曲线 近似 微分 方程 。 若 采用 挠 曲线 的 精确 微分 方程 ( 略 ), 则 所 得 精确 


w = Asin 
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解 的 下 与 8 的 关系 可 用 图 10-7(a) 中 的 曲线 АВ 表示 ,当下 >Fe 时 , 压 杆 在 微 弯 平 衔 形态 
下 ,压力 下 与 压 杆 中 点 的 挠 度 8 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 。 而 由 挠 曲线 近似 微分 方程 得 出 
的 Fò 关系 如 图 10-7(b) 所 示 , 即 当下 二 Fs 时 , 压 杆 在 微 杰 形态 下 呈现 随 遇 平 衡 的 特征 。 


F} 
га о 5 
(b) 
图 10-7 


10.3 其 他 不 同 约束 条 件 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 


10.3.1 不 同 杆 端 约束 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 


前 面 导 出 的 公式 (10-1), 只 适用 于 计算 杆 端 均 为 铵 支 的 细 长 压 杆 的 临界 压力 。 在 工程 
实际 中 , 压 杆 两 端 除 同 为 铵 支 约束 外 ,还 有 其 他 不 同 的 约束 情况 ,例如 ,千斤 顶 螺 杆 就 是 一 根 
压 杆 (图 10-8) ,其 下 端 可 简化 为 固定 端 ,而 上 端 因 可 与 项 起 的 重 物 共 同 作 微小 的 位 移 , 故 可 
简化 为 自由 端 。 这 样 ,千斤 项 螺杆 就 简化 为 一 端 固定 、 另 一 端 自由 的 压 杆 。 对 于 这 些 压 杆 的 
临界 压力 ,其 计算 公式 仍 可 用 上 节 相 同 的 方法 导出 。 但 是 ,由 于 此 时 杆 端 的 约束 情况 不 再 相 
同 , 故 相 应 的 边界 条 件 要 随 之 改变 ,因而 所 得 的 临界 压力 也 就 具有 不 同 的 数值 。 本 书 将 采用 
较 简 单 的 类 比方 法 导出 不 同 约束 情况 下 细 长 压 杆 的 临界 压力 的 计算 公式 。 


1. 一 端 固 定 ,一 端 自 由 的 细 长 压 杆 


设 压 杆 在 微 弯 状 态 下 保持 平衡 (图 10-9)。 如 把 变形 曲线 假想 地 向 反 向 延长 一 倍 , 如 图 
所 示 , 它 与 图 10-6 所 示 两 端 铵 支 压 杆 的 变形 曲线 完全 相似 。 因 此 ,对 于 一 端 固定 , 另 一 端 自 
由 的 细 长 压 杆 , 其 临界 压力 可 按 两 端 铵 支 的 细 长 压 杆 临界 压力 计算 公式 (10-1) 计 算 , 但 要 


ISSN 
ШШШ 


图 10-8 10-9 
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将 原 公式 中 的 杆 长 7 以 2 来 代替 , 即 一 端 固定 , 另 一 端 自由 且 长 为 :的 细 长 压 杆 ,其 临界 压 
力 等 于 两 端 铵 支 长 为 2! 的 细 长 压 杆 的 临界 压力 ,表达 式 为 
= ЖЕП 
= 2р? 


(10-2) 


2 两 端 固定 的 细 长 压 杆 

两 端 均 为 固定 端 约束 的 细 长 压 杆 ,在 轴 向 压力 作用 下 , 当 其 表 失 稳定 后 ,其 找 曲 线形 状 
如 图 10-10 所 示 。 在 距 两 端 均 为 士 / 的 C.D 两 点 处 ,其 硒 箱 值 等 于 零 ,因而 可 以 把 这 两 点 看 
作为 饺 链 , 于 是 中 间 长 为 去/ 的 部 分 便 可 看 作 是 两 端 饺 支 的 压 杆 , 它 的 临界 压力 仍 可 用 
式 (10-1) 来 计算 ,只 是 把 公式 中 的 /改写 为 去 / 即 可 ,其 表达 式 为 


2 
p =L СЕ (10-3) 


上 式 所 得 的 Fe 虽然 是 CD 段 的 临界 压力 ,但 因 CD 是 压 杆 的 一 部 分 ,所 以 它 的 临界 压 
力也 就 是 整个 杆 件 AB 的 临界 压力 。 


3. — i EE ИНК 


ІҢ 10-11 所 示 的 一 端 固定 — З С ЗС ИУ Bs FF ,在 临界 压力 Fe 作用 下 ,其 挠 曲线 形状 如 图 
所 示 。 在 距 铵 支 端 长 为 0.7! 的 C 点 处 ,其 弯 矩 值 等 于 零 。 于 是 ,可 将 C 点 看 作 铵 链 , 而 BC 
段 的 挠 曲线 形状 与 长 度 为 0.7! 的 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 挠 曲线 形状 完全 一 样 , 因 此 ,临界 压 
力 的 计算 公式 可 写 为 
= EI 


Fa = 00270? (10-4) 


图 10-11 


10.3.2 欧 拉 公式 的 一 般 表 达 式 


综 上 所 述 ,对 于 具有 各 种 不 同 杆 端 约 束 的 细 长 压 杆 ,其 临界 压力 公式 ( 欧 拉 公 式 ) 可 统一 
写成 
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xX EI 

С) 

这 是 欧 拉 公式 的 一 般 表达 式 , 式 中 j 称 为 长 度 因 数 , 它 反映 了 杆 端 约束 条 件 对 临界 压力 的 影 
响 。 杆 端的 约束 越 强 , 则 w 值 越 小 , 杆 的 抗 弯 能 力 就 越 大 ,相应 的 临界 压力 越 高 。yl 称 为 压 
杆 的 相当 长 度 , 即 把 不 同 约束 形式 的 压 杆 折算 成 两 端 匀 支 压 杆 后 的 长 度 。 表 10-1 列 出 了 上 
述 四 种 不 同 约束 情况 下 压 杆 的 长 度 因数 w。 


表 10-1 压 杆 的 长 度 因数 jx 


Е. = (10-5) 


压 杆 的 约束 条 件 长 度 因 数 
LLL 33 и=1 
一 端 固定 , 另 一 端 自由 в=2 
两 端 固定 =+ 
WAE A h 2 Ж 50.7 


显然 ,以 上 所 介绍 的 压 杆 的 几 种 约束 方式 都 是 理想 的 和 典型 的 。 工 程 实际 中 , 压 杆 的 实 
际 约束 情况 往往 比较 复杂 ,与 上 述 四 种 理想 的 约束 方式 有 着 很 大 差别 。 因 此 ,必须 根据 压 杆 
的 实际 约束 情况 ,将 其 恰当 地 化 为 上 述 的 典型 形式 ,或 认定 它 是 在 哪 两 种 约束 情况 之 间 , 从 
而 确定 出 合适 的 长 度 因数 yx。 例如 , 压 杆 的 端 部 与 其 他 弹性 构件 固 接 ,由 于 弹性 构件 将 发 生 
变形 ,所 以 压 杆 的 端 截面 就 是 介 于 固定 支 座 与 鲜 支 座 | 
ZJ ЗАЛ ТЕНГЕ Та ТІ 
杆 的 长 度 因数 六 可 从 有 关 的 设计 手册 或 规范 中 查 到 。 
此 外 ,在 实际 构件 中 ,常常 遇 到 一 种 所 谓 的 柱状 铵 
(图 10-12) , 若 杆 件 在 垂直 于 铵 轴线 (y 轴 ) 的 平面 (zx 
平面 ) 内 容 曲 时 , 则 应 当 认为 是 铵 支 端 ， 而 在 包括 贸 轴 чин 
线 的 平面 ( 即 zy 平面) 内 弯曲 时 , 则 应 看 作 是 固定 端 。 
因此 ,对 具体 情况 应 具体 分 析 。 
ІЙ 10-1】 一 端 固 定 ,一 端 自由 的 细 长 压 杆 ,长 1m, 弹 性 模 量 二 200GPa, 杆 件 失 稳 
时 ,其 两 端 在 空间 任 一 方向 的 约束 条 件 均 相同 。 试 计算 如 图 10-13 所 示 三 种 截面 形式 压 
杆 的 临界 压力 。 


В 10-12 


KA 


Я. (1) 矩形 截面 压 杆 的 临界 压力 


由 于 杆 件 两 端 在 不 同 的 方向 具有 相同 的 约束 条 件 , 故 压 杆 首先 在 抗 弯 能 力 最 差 的 平面 
内 发 生 失 稳 , 因 此 


3 
һа = 1. = и = 5 X (50 10 2)(10 X 107°)? = 0.417 X 10 * (m°) 
所 以 
EI x? X 200 X 10° X 0.417 X 10 ° 
Е. ТББ о D° 2.02(kN) 
(2) 角钢 截面 压 杆 的 临界 压力 
由 型 钢 表 查 得 
Imin = 1, = 3. 89cm = 3. 89 x 10 *m* 
所 以 
2 2 6 ы 
ГОЗ = EI x? X 200 X 105 X 3. 89 х 10 18.73(kN) 


Са)? (2 X 13 
(3) 圆 环 截面 压 杆 的 临界 压力 


т Т 4 т 4 4 -8 — 一 8 4 
I aP а) 6453: 8 2.8*) х 10 7.26 X 107° (m°) 


所 以 
Е = El _ = X 200 X 10° X 7. 26 x 107° 
“ (ay: (2 x 1 


上 述 三 种 截面 的 面积 相近 ,但 临界 压力 差别 很 大 ,其 原因 在 于 最 小 惯性 矩 La, # Ж 
相同 。 

【 例 10-21 试 计算 图 10-14 所 示 细 长 压 杆 AB 的 临界 压力 。 设 AC 和 CB 段 的 抗 弯 刚 
度 分 别 为 EI 与 4ET。 


35.3(kN) 


解 : AC tj CB 段 的 挠 曲线 近似 微分 方程 分 别 为 
ЕТ + Ею, 一 0 
АЕТ Fw: = 0 
$ 及 三 F/4ET, 以 上 两 式 可 写 为 
wit 4ш = 0 


w+ kèw: = 0 
方程 的 通 解 分 别 为 
ил = Cisin2kzi + C;cos2Ëzx, (a) 
w: = СзѕіпАх + С,созЁт; (b) 
压 杆 的 边界 条 件 及 光滑 连续 条 件 为 
ті--0. ял-0 с z, =1 иљ = 0 (2) 
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由 条 件 (1) 得 
C, 一 0 
由 此 
w, = Cisin2&zr) (c) 
由 式 (c)、(b) 及 条 件 (2) 一 (4) ,得 
С, sink!l —C,sin Ë — C, cos Ë = 0 
kl 


279 


2C сов? 一 C; cos g + С, ѕіп 


Сзѕіп + С, coskl = 0 
为 寻求 上 述 线性 齐 次 方程 组 的 非 零 解 , 令 上 述 方程 组 的 系数 行列 式 为 零 , 即 


ni n ot 
sinkl sin cos % 
2coskl — cos ы sin z 6 
0 sinkl coskl 
由 此 得 
Е: = 0 (d) 
tan° H =2 (e) 
方程 (d) 和 (e) 的 最 小 非 零 正 根 分 别 为 
(kD, = 2к 
(Ы); = 1.91 69) 
由 式 (D 有 
F 
ТЕТ! = 1.91 
于 是 得 压 杆 的 临界 压力 为 
14. 6ЕІ 
Е. = Тї 


10.4 欧 拉 公 式 的 适用 范围 ”经 验 公 式 
10.4.1 临界 应 力 


细 长 压 杆 在 临界 压力 的 作用 下 ,其 横 截 面 上 的 平均 应 力 称 为 压 杆 的 临界 应 力 , 用 ce 表 
示 。 若 以 A 表示 压 杆 的 横 截 面 面 积 , 则 有 


— Fe _ СЕП 
А T OA 


(a) 


由 于 惯性 半径 =] ( 见 附录 A) ,上 式 可 写成 
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s. = 回 а» 
г) 
і 
令 
= g (10-6) 
于 是 有 
в. 一 ЖЕ (10-7) 


这 就 是 细 长 奈 杆 临界 应 力 的 计算 公式 , 它 是 欧 拉 公式 (10-5) 的 另 一 种 表达 形式 ,两 者 并 无 
实质 性 差别 。 式 中 的 4 集中 反映 了 压 杆 的 长 度 、 约 束 条 件 、 截 面 形 状 、 尺 寸 等 因素 对 临界 应 
力 的 影响 , 称 为 压 杆 的 柔 度 或 长 细 比 ,是 一 个 无 量 纲 量 。 此 外 ,由 式 (10-7) 可 以 看 出 压 杆 的 
临界 应 力 与 柔 度 的 平方 成 反比 , 即 两 者 呈 双 曲线 关系 。 和 柔 度 4 越 大 , 压 杆 的 临界 应 力 о, 0 
小 。 压 杆 总 是 在 柔 度 较 大 的 弯曲 平面 内 发 生 失 稳 。 需 要 指出 的 是 , 失 稳 时 的 应 力 并 非 均 匀 
分 布 ,临界 应 力 cx 只 是 一 个 名 义 值 。 


10.4.2 欧 拉 公式 的 适用 范围 


欧 拉 公式 是 根据 挠 曲线 近似 微分 方程 导出 的 ,而 材料 服从 胡 克 定律 是 上 述 微分 方程 的 
基础 ,所 以 , 欧 拉 公式 的 适用 范围 必须 限制 在 胡 克 定律 的 范围 内 , 即 只 有 当 临 界 应 力 小 于 材 
料 的 比例 极限 m 时 , 式 (10-5)、 式 (10-7) 才 能 成 立 , 即 


则 


(с) 


可 见 , 只 有 当 压 杆 的 柔 度 大 于 或 等 于 极限 值 TE M , 欧 拉 公 式 方 可 使 用 。 ЖА 表示 这 一 


极限 值 , 即 
м = /EE (10-8) 
Op 


А2А (10-9) 
此 即 为 欧 拉 公 式 (10-5)、(10-7) 的 适用 范围 。 若 压 杆 的 实际 柔 度 不 满足 上 述 条 件 , 则 不 能 
使 用 欧 拉 公式 计算 其 临界 压力 及 临界 应 力 。 

由 式 (10-8) 可 知 ,A 是 一 个 只 与 材料 性 质 有 关 的 材料 常数 ,不 同 的 材料 ,1 的 数值 各 不 
相同 。 对 于 任意 一 种 材料 ,都 可 根据 其 弹性 模 量 巨 及 比例 极限 ce 由 式 (10-8) 计 算出 该 材料 
HJ A 值 ,从 而 确定 欧 拉 公式 对 该 材料 的 适用 范围 。 例 如 ,对 于 Q235 钢 , 已 知 其 E= 
206GPa,o, 二 200MPa, 于 是 有 


_ Ја х206х 10° _ 
№ =] 200 10 100 


于 是 , 式 (c) 可 写 为 
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所 以 ,对 于 由 Q235 钢 制 成 的 压 杆 ,只 有 当 实 际 压 杆 的 柔 度 4 宇 100 时 , 才 可 以 使 用 欧 拉 公 
式 。 同 样 的 方法 可 求 得 铸铁 的 三 80, 而 铝 合金 的 入 三 62. 8。 
满足 AZ) 的 压 杆 ,习惯 上 称 为 大 柔 度 杆 , 也 就 是 前 面 所 说 的 细 长 压 杆 。 


10.4.3 经验 公式 


工程 实际 中 所 采用 的 压 杆 , 绝 大 多 数 都 不 是 大 柔 度 杆 , 即 这 些 压 杆 的 柔 度 4 往往 小 于 它 
们 相应 材料 的 X41 。 对 于 这 些 A< 的 压 杆 , 由 于 它们 的 临界 应 力 cc 超过 了 材料 的 比例 极限 
om, 这 时 欧 拉 公式 已 不 能 使 用 ,属于 超过 比例 极限 的 压 杆 稳定 问题 。 对 于 这 类 问题 ,理论 上 
也 有 分 析 的 结果 ,但 工程 中 对 这 类 压 杆 临界 应 力 的 计算 通常 采用 建立 在 实验 基础 上 的 经 验 
公式 。 目 前 采用 的 经 验 公式 有 两 种 , 即 直线 公式 和 抛物 线 公式 。 


直线 公式 即 是 把 压 杆 的 临界 应 力 ce 与 压 杆 的 柔 度 А 表示 成 如 下 的 线性 关系 : 
ou 一 & 一 以 (10-10) 
式 中 ,a 和 20 是 与 材料 性 质 有 关 的 常数 。 例 如 Q235 Ч, а=304МРа,6=1. 12MPa。 表 10-2 
列 出 了 一 些 常 用 材料 的 a 和 wb 值 。 


表 10-2 直线 经 验 公式 的 系数 a 和 b 


材料 (av ‚о, 的 单位 为 MPa) a/MPa b/MPa 
022372 
9235 钢 304 1.12 
а,--235 
652471 
优质 碳 钢 461 2. 568 
с. = 306 
652510 
578 3. 744 
0 一 353 
铬 钼 钢 9807 5. 296 
铸铁 332.2 1. 454 
强 铝 373 2.15 
松木 28.7 0.19 


利用 式 (10-10) 计 算出 压 杆 的 临界 应 力 后 ,将 其 乘 以 压 杆 的 模 截面 面积 , 即 可 得 到 压 杆 
的 临界 压力 。 

柔 度 很 小 的 短 压 杆 称 为 小 柔 度 压 杆 (或 短 柱 ) ,如 压缩 实验 的 金属 短 柱 试 件 。 对 于 这 类 
压 杆 , 当 它 受到 轴 向 压力 作用 时 ,并 不 会 像 大 柔 度 杆 那 样 发 生 弯曲 变形 而 表 失 稳定 ,这 类 小 
和 柔 度 杆 的 破坏 主要 是 由 于 其 压 应 力 达 到 材料 的 屈服 极限 (塑性 材料 ) 或 强度 极限 (脆性 材料 ) 
所 致 。 事 实 上 ,这 是 一 个 强度 问题 。 因 此 ,小 柔 度 杆 的 所 谓 临 界 应 力 是 屈服 极限 a, 或 强度 
极限 mw。 这 样 , 在 使 用 直线 公式 (10-10) 计 算 临 界 应 力 ce 时 ,该 值 不 能 超过 且 最 大 只 能 等 于 
mo)。 设 此 时 对 应 的 压 杆 柔 度 为 la , 则 有 
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а — 6, 
5 
这 就 是 使 用 直线 公式 时 柔 度 4 的 最 小 值 , 当 < 时 , 压 杆 为 小 柔 度 杆 , 是 强度 问题 ,应 按 轴 
向 压缩 问题 去 计算 。 如 果 是 脆性 材料 ,只 要 把 式 (10-11) 中 的 o, 代 以 6, 即 可 确定 其 相应 

H Azo 


à: = (10-71) 


2. 抛物 线 公 式 


抛物 线 公式 即 是 把 临界 应 力 ce 与 压 杆 的 柔 度 表示 成 如 下 形式 
ба = аі БА? (10-12) 
а, # Db, 也 是 与 材料 性 质 有 关 的 常数 。 


10.4.4 临界 应 力 总 图 


综 上 所 述 , 对 <)。 的 小 柔 度 杆 ,应 按 强 度 问题 计算 ,对 应 的 临界 应 力 为 常数 m Con) o 0 
在 图 10-15 中 表示 为 水 平 线 AB。 对 于 4 三 的 大 柔 度 杆 ,用 欧 拉 公 式 (10-7) 计 算 其 临界 应 
а Л ЧЕН 10-15 中 表示 为 曲线 CD。 对 于 柔 度 介 于 
À, 和 为 之 间 的 压 杆 , 称 为 中 柔 度 杆 , 用 经 验 公式 计 
算 其 临界 应 力 , 若 以 直线 公式 计算 ,ou 与 的 关系 即 


А В бұза-һ 
% 


% с-та 为 一 条 直线 关系 ,在 图 10-15 中 表示 为 斜 直线 ВС. 
5 图 10-15 反映 了 压 杆 的 临界 应 力 a, Bü Hš FF Е Е À 
М. 变化 的 全 部 情况 , 称 为 临界 应 力 总 图 。 

о % ү = 稳定 计算 中 ,不 论 是 欧 拉 公式 还 是 经 验 公 式 ， 


都 是 以 压 杆 的 整体 变形 为 基础 。 由 于 局 部 削弱 (如 
钉 孔 ) 对 杆 件 的 整体 变形 影响 很 小 , 故 在 计算 临界 
应 力 时 采用 未 经 削弱 的 横 截 面 面 积 A 和 惯性 矩 T。 但 对 于 这 些 有 局 部 削弱 的 压 杆 , 除 要 进 
行 稳定 计算 外 ,还 要 对 削弱 部 分 进行 强度 计算 ,计算 时 应 使 用 前 弱 后 的 横 截面 面积 。 


KBI 10-51 如 图 10-16 所 示 两 端 固定 的 压 杆 ,材料 为 Q235 钢 , 横 截面 面积 А — 32 x 
10:mm? ,EE 二 200GPa。 试 分 别 计算 图 示 四 种 截面 压 杆 的 临界 力 。 


图 10-15 


"ШЕ 
1 56 


PIF ERRE 


解 : 由 于 压 杆 两 端 固定 , 故 取 0. 5, 

(1) ЯЕ 

h A=2 可 得 : b= VA/2 = /32Х10°/2 一 40(mm)。 对 于 矩形 截面 , 压 杆 总 是 在 最 
小 抗 弯 刚 度 平面 内 发 生 失 稳 , 故 应 取 截 面 最 小 的 惯性 矩 来 计算 临界 力 。 蕉 面 最 小 惯性 半 


径 为 

қ Ты 2b X b'/12 b 

Lmin | A | 257 23 11.55(mm) 
ВОК 


a = — 0-5 ЖЗХ 10° 
зы | 11.55 
压 杆 为 大 柔 度 杆 , 故 临界 力 可 用 欧 拉 公式 计算 , 即 
Е А п? X 200 X 10° 
Ах 129. 9? 
(2) 正方 形 截面 


由 A=a? 可 得 : а= /А = 4/32 10° =40/2 (mm)。 截 面 惯性 半径 为 


š І at /12 a 
i= J4 = J я = 16.33(mm) 


= 129.9 > À = 100 


Fa = os A X 32 X 107* = 374 X 10° (№) = 374(kN) 


ж 
Ш 0.5 ЖЗХ 10° _ 
ын i 16.33 91.8 
WF А, АА, [а 00339.61. 6) ,不 村 为 中 季度 杆 ,临界 应 力 为 
ou = a — bÀ = 304 — 1. 12 X 91. 8 = 201. 18(МРа) 
并 由 此 计算 临界 力 ， 


Fa = aA = 201.18 X 10° X 32 X 107 = 643. 78 X 102 (N) = 643. 78(kN) 
(3) 实心 圆 截 面 


m A= En, d= [1А =63. ватт). 截面 惯性 半径 为 
i H zi d 15. 95(mm) 


Ш _ 0.5X3X10 _ 
i 15.95 


柔 度 


А- 94 


也 为 中 柔 度 杆 , 故 
Fe 一 ouA = (а- ФА = (304 — 1.12 X 94) X 10° X 32 x 10* 
= 635. 9 X 10° (N) = 635. 90(kN) 
(4) 空心 圆 截面 
d nD’(1—a’) 


由 “一 万 一 0.7,A 4 可 得 
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Ei 
D= RI 89. 4(mm) 


截面 惯性 半径 为 
| 1 «БТА —а)/64 _ D Аа 
* л Чжи 4 2 
FE 
А-Ш-55<2, 
压 杆 为 小 柔 度 杆 , 故 临界 力 为 


Fa = в. А = о,А = 235 X 10° X 32 X 107 = 752 X 10° (N) = 752(kN) 
讨论 : 由 上 述 计 算 结 果 可 以 看 出 ,在 杆 端 约束 长度、 截面 面积 及 材料 均 相 同 的 条 件 下 ， 
压 杆 的 截面 形状 不 同 ,其 临界 力 就 不 同 。 临 界 力 越 大 , 压 杆 越 不 容易 失 稳 ,由 此 看 来 ,空心 贺 
截面 最 合理 。 


【 例 10-4】 截面 尺寸 为 120mmX200mm 的 矩形 木 柱 ,长 /二 7m, 材 料 的 弹性 模 量 Е 
10GPa。 支 承 情况 是 : 在 纸 平面 内 失 稳 时 , 柱 的 两 端 可 视 为 固定 端 (图 10-17(a)); ЖЕЛЕ 
直 纸 平面 的 平面 内 失 稳 时 , 柱 的 两 端 可 视 为 贸 支 端 ( 图 10-17(b))。 试 求 该 木 柱 的 临界 
力 ; 并 从 稳定 性 方面 进行 分 析 , 该 木 柱 的 截面 尺寸 bh 应 具有 如 何 的 关系 才 合理 。 


解 : 由 于 该 柱 在 两 个 形 心 主 惯性 平面 内 的 支承 条 Ë 
КІН ,因此 首先 要 分 别 计算 出 压 杆 在 两 个 平面 内 失 稳 Ш 
时 的 临界 压力 ,然后 经 过 比较 ,确定 木 柱 的 临界 压 | 
ЖЕ 

(1) 计算 木 柱 在 纸 平面 内 绕 y 轴 失 稳 时 的 临界 压 я 


力 CFe),( 图 10-17(a)) 
bh? _ 200 X 120° X 1071 


J; 288 X 107 (m°) 


12 
8 1 288 x 10” 

=> Ж! 
ъ= А 200 x120 x107 = 99546) 


两 端 固定 ре 0. 5, ЕУ 


а= Е Е а = 101 (9 
ІЗ УЖ А, =110, ША, <А, , 属 中 柔 度 杆 。 采 用 直线 图 10-17 
公式 计算 其 临界 应 力 : 
в. = а — À 
由 表 10-2 查 得 


а = 28.ТМРа. b = 0.19MPa 
故 
(ou), = 28.7 — 0. 19 X 101 = 9.51(МРа) 
(Fa)y = (ss), * А = 9.51 X 10° X 120 X 200 X 107% 
= 228 X 10%(М) = 228(kN) 
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(2) 计算 木 柱 在 垂直 于 纸 平面 的 平面 内 绕 = 轴 失 稳 时 的 临界 压力 (Fe):( 图 10-17(b)) 


2 3 一 12 
1, = h? 120 X 200° X10” _ g x 10-s (mt) 


12 12 
vo ДЕ. ао 
Б А 120x200 x107 7 0 0577m) 


PIEK В p51, REH 


HF д. А, , 属 细 长 压 杆 ,用 欧 拉 公式 计算 其 临界 压力 : 


mr2PET。 п? X 10 X 10 X 8 x 10 
(и. (1х7) 


= 161 X 10° (N) = 161(kN) 

(3) ШЕ ГЖ АН рТ, Н FOE a), > СЕ) =, BOA EEK ИГЕ ЖЕ ЧЕ ТЇ T ИЕ E 
面 内 绕 = ЯШ RA а JJ Е = СЕ). = 161К№, НІҢ, ЛУ L 221, E1, 是 木 柱 的 最 
ANDE ИП. {Н Н FA А ИУ SP Тат РА КЕЗШ ПЁ А [а], Br Д Н BW Y Ж 1096 , BJ EE n] ВЕЕ 
抗 弯 刚 度 最 大 的 纵向 平面 内 失 稳 。 

一 根 杆 件 究 竞 在 哪个 平面 内 失 稳 ,可 以 用 压 杆 在 不 同 平面 内 的 柔 度 来 判断 。 该 题 中 , 因 
4 二 4,, 故 可 判断 先 在 垂直 于 纸 平 面 的 平面 内 失 稳 。 

O 截面 尺寸 是 否 合理 ,要 看 压 杆 在 不 同 的 平面 内 是 否 具有 相同 或 相近 的 稳定 性 。 为 
提高 压 杆 的 稳定 性 ,应 使 压 杆 在 不 同 的 平面 内 临界 压力 相等 , 即 

(Е,), = (Fa); 


СЕС»; 


由 此 得 
2, = 2, 
本 例 中 已 知 
и, =0.5, р. =1 
hb? 
- п, 12 b 
” А bh JIZ 
TE. 
V12 
à, = l _ 0.5 ХЕХ У 
, = = 
Sy b 
a, = ël _ 151 /12 
ае h 
НА, =А. ‚ BI 
0.51 /12 1.12 
b h 
得 


h _ 
= 2 
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所 以 ,在 本 例 条 件 下 ,截面 尺寸 的 比例 关系 以 h/5 二 2 为 好 。 


10.5 压 杆 的 稳定 性 校 核 


判断 实际 压 杆 在 工作 中 是 否 会 发 生 失 稳 破坏 ,这 便 是 对 压 杆 的 稳定 性 校 核 ,目前 采用 的 
方法 主要 有 两 种 , 即 : 安全 因数 法 与 折 减 因数 法 。 本 书 只 介绍 安全 因数 法 。 

对 于 工程 中 的 实际 压 杆 ,为 保证 其 能 够 安全 正常 工作 而 不 丧失 其 稳定 性 ,必须 使 其 所 承 
受 的 轴 向 压力 下 小 于 压 杆 的 临界 压力 ,而 且 应 具有 一 定 的 安全 储备 。 故 稳定 条 件 为 


Fa 
n= = n (10-13) 


式 中 ,n 为 压 杆 工作 时 的 实际 稳定 安全 因数 ; F 为 压 杆 实际 承受 的 轴 向 压力 ; Fe 为 压 杆 的 临 
界 压力 ,可 按 上 节 所 述 方法 计算 ; n, 为 规定 的 稳定 安全 因数 ,该 值 一 般 比 强度 安全 因数 大 ， 
其 原因 是 由 于 一 些 难以 避免 的 缺陷 ,如 初 弯曲 .压力 偏心 等 ,都 严重 影响 压 杆 的 稳定 , 且 压 杆 
柔 度 越 大 ,影响 也 越 大 ,从 而 降低 了 杆 件 的 临界 压力 。 而 同样 这 些 因 素 , 对 杆 件 强度 的 影响 
就 不 像 对 稳定 那么 严重 。 几 种 常见 压 杆 稳定 安全 因数 的 参考 数值 如 表 10-3 所 示 。 


表 10-3 几 种 常见 压 杆 的 稳定 安全 因数 


анана жаш тама | 低速 发 动 高 速 改动 
实际 压 杆 | 向 的 压 杆 | 备 中 的 压 杆 | 机 床 丝 杆 | 精密 丝 杆 水 平 长 丝 杆 шаи | лшн | мин 
n. 1.8—3.0 4—8 2.5--4 >4 >4 2 一 5 4 一 6 2—5 


关于 稳定 安全 因数 ws, 可 从 相关 设计 手册 或 规范 中 查找 。 

利用 式 (10-13) 进 行 稳 定 计 算 的 方法 称 为 安全 因数 法 。 

采用 此 法 进行 稳定 计算 ,具体 步骤 如 下 ， 

(1) 根据 压 杆 的 实际 尺寸 及 约束 情况 ,计算 压 杆 在 各 弯曲 平面 内 的 柔 度 4, 从 而 确 
Ж Аш? 

(2) 根据 Max, 判 断 压 杆 是 否 为 大 柔 度 杆 , 从 而 确定 计算 压 杆 的 临界 压力 的 具体 公式 ,并 
计算 出 临界 压力 Fas 

(3) 利用 式 (10-13) 进 行 稳定 计算 。 

根据 稳定 条 件 式 (10-13) ,可 进行 三 方面 的 计算 ， 

(1) 稳定 性 校 核 ”由 式 (10-13) 直 接 进行 计算 即 可 。 

(2) 确定 许可 载荷 ”由 式 (10-13) 得 
Fa 


na 
根据 压 杆 受 力 与 外 载荷 的 关系 ,从 而 求 出 许可 载荷 。 
(3) 设计 截面 尺寸 由 式 (10-13) 得 
Е. 2: m, • Е 
在 截面 尺寸 尚未 确定 的 情况 下 ,无 法 计算 压 杆 的 柔 度 .自然 也 无 法 判定 压 杆 究竟 属于 哪 一 类 
杆 件 ,因而 临界 压力 也 无 法 计算 。 为 此 , 先 按 欧 拉 公 式 计算 其 临界 压力 ,由 式 (10-13) 确 定 
出 截面 尺寸 , 待 尺寸 确定 后 ,再 检验 压 杆 是 否 满足 欧 拉 公式 的 条 件 , 若 满足 ,计算 即 可 结束 ; 


F< 
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若 不 满足 , 则 需 按 经 验 公式 重新 设计 截面 尺寸。 


【 例 10-51 空气 压缩 机 的 活塞 杆 由 45 钢 制 成 ,os = 350МРа, s, = 280MPa, E = 
210GPa。 活 塞 杆 长 度 1! 二 703mm, 直 径 4 二 45mm。 最 大 轴 向 压力 F... = 41. 6kN。 规 定 
的 稳定 安全 因数 为 n,. = 二 8 一 10。 试 校 核 其 稳定 性 。 


解 : 由 式 (10-8) 求 出 
ЖЕ т: X 210 X 10° 
А op 280 X 10° 86 
活塞 杆 简化 成 西庄 匀 支 村, 故 /一 1。 又 截面 为 阅 形 ,有 惯性 半径 ;一 /起 一 
А 


aja 


,于 是 活塞 杆 


A< A, 
所 以 不 能 使 用 欧 拉 公式 计算 临界 压力 。 若 用 直线 公式 ,由 表 10-2 查 得 优质 碳 钢 的 a 和 4 分 
别 是 : a 二 461MPa,b 二 2. 568MPa。 由 式 (10-11) 得 


ао, _ 461 — 350 
5 2,568 


可 见 活 塞 杆 的 柔 度 4 АРА, ЖА, ZE (А САСА ) ,是 中 柔 度 杆 。 由 直线 公式 求 出 临界 应 
力 为 


à: = = 43.2 


бе = a — bà = 461 — 2. 568 X 62.5 = 301(MPa) 
临界 压力 为 
Fa = ax А = Ñ X (45 X 103232 X 301 X 10° 一 478X10(N) = 478(kN) 
活塞 杆 的 实际 稳定 安全 因数 为 
Fa _ 478 


208 = 二 5 
т=з IEG 11:5 > =, 


所 以 满足 稳定 要 求 。 

СЯ 10-51 如 图 10-18 所 示 结 构 由 AB 杆 和 CB 梁 组 成 , 杆 和 梁 材 料 均 为 Q235 钢 , 弹 
ЖЕНЕ Е= 200СРа,[2]=160МРа, СВ 梁 由 22a 工 字 钢 制 成 。AB НМ МЫЕК ЖИ, 
直径 4 二 80mm, 规 定 稳定 安全 因数 n, 二 5。 试 确定 许可 载荷 gq 的 值 。 

解 : (1) 由 梁 的 强度 确定 q 

进 得 梁 的 受 力 分 析 如 图 10-18(b) 所 示 ,由 静 力 平衡 方程 可 求 得 


Е = F = $ 
由 梁 的 弯 矩 图 10-18(с) пр. RKE E 
4 
Ma = 


由 型 钢 表 查 得 22a 工 字 钢 的 
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由 梁 的 弯曲 强度 条 件 


43.9 X 103 (N/m) = 43. 9(kN/m) 


š we, 8 x 309 X ра X 160 x 105 
(2) 由 杆 AB 的 稳定 性 条 件 确定 4 
EFF AB МЕС Ж. 


А £! та" /64 а 
=li A 7А 1 20(mm) 


4—44 _ 1 3000 
i 20 


ЖШ 
-150>4, 


故 杆 АВ 属于 大 和 柔 度 杆 。 临 界 应 力 
xE _ п X 200 X 10° 


87.7 X 10° (Pa) = 87.7(МРа) 


бег 


А? 150° 
临界 力 
2 ré 
Fa = da A = 87.7 X 10° X — = 441 X 10° (N) = 441(kN) 
压 杆 所 受 压 力 
=F, = Ч 
Е, = Б, = 
由 压 杆 稳定 性 条 件 
п= ТЕ == 2 Wa 
得 


2Fa _ 2 X 441 X 103 
f spf ~、 
所 以 ,许可 载荷 为 [dj 一 43. 9kN/m。 
讨论 : 此 例 为 梁 与 柱 组 合 结构 ,在 确定 许可 载荷 时 , 既 要 满足 梁 的 弯曲 强度 条 件 , 又 要 
满足 压 杆 的 稳定 性 条 件 , 这 样 才 能 保证 整个 结构 的 安全 。 


= 58. 8 X 10° (N/m) = 58. 8(kN/m) 


第 10 章 压 杆 稳定 


297 


10.6 提高 压 杆 稳定 性 的 措施 


提高 压 杆 的 稳定 性 ,关键 是 要 提高 压 杆 的 临界 压力 。 由 以 上 各 节 可 知 , 压 杆 的 临界 压力 
主要 与 压 杆 横 截 面 的 形状 及 尺寸 、 压 杆 的 长 度 、 压 杆 端 部 的 约束 情况 以 及 压 杆 的 材料 等 因素 
有 关 。 因 此 ,要 采取 适当 措施 来 提高 压 杆 的 稳定 性 ,必须 从 上 述 几 方 面 加 以 考虑 。 


10.6.1 合理 选择 材料 


对 于 细 长 压 杆 , 由 欧 拉 公式 可 知 ,临界 压力 的 大 小 与 材料 的 弹性 模 量 已 有 关 , 弹 性 模 量 
越 高 ,临界 压力 越 大 。 因 此 ,选用 高 弹性 模 量 的 材料 ,显然 可 以 提高 细 长 压 杆 的 稳定 性 。 但 
是 ,就 钢 而 言 ,由 于 各 种 钢材 的 弹性 模 量 相差 不 大 ,因此 , 仅 从 稳定 性 考虑 ,选用 优质 钢材 与 
选用 普通 钢材 相 比 对 提高 压 杆 稳定 性 的 作用 不 大 。 

对 于 中 和 柔 度 压 杆 ,无 论 是 根据 经 验 公式 或 理论 分 析 , 都 说 明 临 界 应 力 与 材料 的 强度 有 关 。 
优质 钢 在 一 定 程度 上 可 以 提高 临界 应 力 , 所 以 ,选用 优质 钢材 显然 有 利于 稳定 性 的 提高 。 

至 于 小 柔 度 压 杆 ,本 来 就 属于 强度 问题 ,当然 是 选用 优质 钢 更 合理 。 


10.6.2 减 小 压 杆 的 柔 度 


无 论 是 由 欧 拉 公 式 或 经 验 公 式 都 可 看 出 , 压 杆 临界 应 力 的 大 小 均 与 其 柔 度 * 有关, 上 且 柔 
度 越 小 ,临界 应 力 越 高 , 压 杆 抵抗 失 稳 的 能 力 越 强 。 因 此 ,要 提高 压 杆 的 稳定 性 能 ,就 应 设法 
减 小 压 杆 的 柔 度 。 

由 压 杆 的 柔 度 公式 


来 看 , 减 小 压 杆 柔 度 的 措施 有 以 下 几 种 。 

СТ) 尽量 减 小 压 杆 的 长 度 。 

压 杆 的 柔 度 与 压 杆 的 长 度 成 正比 ,因此 ,在 结构 允许 的 情况 下 ,应 尽量 减 小 压 杆 的 实际 
长 度 , 以 提高 压 杆 的 稳定 性 。 

(2) 改善 约束 情况 , 减 小 长 度 因数 w。 

压 杆 的 约束 条 件 不 同 ,其 临界 压力 大 小 就 不 一 样 , 因 此 , 压 杆 的 约束 情况 直接 影响 着 压 
杆 的 稳定 性 。 例 如 ,长 为 2 的 两 端 匀 支 压 杆 ,其 a= 1. 


EEL Hex EI R E A MA BEE E. 
жайкы quam panan 
ЗЕН ИЕ 


F. = 


_ El _ 4 El 
Fa = ЕТ = 
2 
成 为 原来 临界 压力 的 4 倍 。 Е 


一 般 来 说 ,加 强压 杆 的 约束 ,使 其 不 容易 发 生 弯曲 
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变形 ,可 以 提高 压 杆 的 稳定 性 。 

(3) 选择 合理 的 截面 形状 。 

要 减 小 压 杆 的 柔 度 ,就 要 设法 提高 惯性 半径 i, 可 见 , 在 保证 压 杆 横 截面 面积 一 定 的 前 
提 条 件 下 ,应 加 大 截面 的 惯性 矩 ,以 提高 压 杆 的 稳定 性 。 因 此 ,应 尽 可 能 使 材料 远离 截面 形 
心 。 如 空心 圆 截面 就 比 实心 圆 截 面 更 合理 (图 10-20) 。 因 为 在 两 者 横 截 面 面 积 相等 的 情况 
F MAH I Ai 都 比 后 者 的 大 得 多 。 但 要 注意 , 若 为 薄 壁 圆 简 , 其 壁 厚 不 能 过 薄 ,要 有 一 定 
限制 ,以 防止 圆 简 出 现 局 部 失 稳 现象 。 同 理 , 对 于 工业 上 常用 的 型 钢 , 如 由 型 钢 组 成 的 桥梁 
柏 架 中 的 压 杆 或 建筑 物 中 的 柱 的 组 合 截 面 ,也 都 应 该 把 型 钢 适 当 分 散 放置 。 例 如 图 10-21(a) 
所 示 的 组 合 就 要 比 图 10-21(b) 所 示 的 组 合 截面 更 合理 。 


г JL 
UA Wr 


当 压 杆 两 端 在 各 弯曲 平面 内 具有 相同 的 约束 条 件 时 ,应 使 截面 对 任 一 形 心 轴 的 惯性 半 
径 尽 可 能 相等 。 这 样 ,就 可 以 使 奈 杆 在 任 一 纵向 平面 内 的 柔 度 接近 相同 ,从 而 保证 压 杆 在 任 
一 纵向 平面 内 具有 相等 或 相近 的 抗 失 稳 能 力 。 如 圆 形 、 圆 环 及 正 多 边 形 截面 都 能 满足 这 一 
要 求 , 若 压 杆 两 端 在 各 弯曲 平面 内 有 不 同 的 约束 条 件 , 则 应 综合 考虑 压 杆 的 长 度 、 约 束 条 件 、 
截面 形状 和 尺寸 等 因素 ,使 压 杆 在 各 个 弯曲 平面 内 具有 相近 的 稳定 性 。 这 种 结构 称 为 等 稳 
定性 结构 。 


10-1 两 端 为 球 匀 的 压 杆 , 横 截面 形状 如 图 所 示 。 试 问 压 杆 失 稳 时 ,各 截面 将 绕 哪 一 
根 轴 转动 ? 

10-2 在 稳定 计算 中 ,对 于 中 柔 度 杆 , 若 用 欧 拉 公 式 计 算 其 临界 压力 , 压 杆 是 否 安全 ? 
对 于 细 长 杆 , 若 用 经 验 公 式 计 算 其 临界 压力 ,能 否 判断 压 杆 的 安全 性 ? 

10-3 试 分 析 图 示 两 种 压 杆 的 长 度 系 数 w 的 取 值 范围 。 

10-4 ”图 示 结 构 ,AB、DE 梁 的 抗 弯 刚 度 为 ET,CD 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 为 EA。 若 要 计 
算 该 结构 的 许可 载荷 , 则 应 从 哪些 方面 考虑 ? 

10-5 由 两 根 槽 钢 组 合成 一 压 杆 ,其 截面 形状 分 别 如 思考 题 10-5 图 (a) 和 (b) 所 示 , 试 
问 哪 种 组 合 蕉 面 的 承载 能 力 高 ? 

10-6 在 高 层 建 筑 工 地 上 ,常用 塔 式 起 重 机 ,其 主 架 非 常 高 , 属 细 长 压 杆 。 工 程 上 采取 
什么 措施 来 防止 失 稳 ? 
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га Е 
等 边 角 钢 
Уі 
(а) “ы 
思考 题 10-3 图 
уі у 
Салалы, 
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思考 题 10-4 图 思考 题 10-5 图 


习题 


10-1 图 示 各 杆 的 材料 及 截面 尺寸 均 相同 ,试问 哪 一 根 杆 的 承载 能 力 最 大 , 哪 一 根 杆 最 小 ? 
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10-2 图 示 压 杆 的 横 截 面 为 矩形 ,h 二 80mm,5b 二 40mm, 杆 长 1 二 2m, 材 料 为 Q235 钢 ， 
EE 二 210GPa。 杆 端的 约束 为 : 在 正视 图 (a) 的 平面 内 相当 于 铵 链 ; 在 俯视 图 (b) 的 平面 内 为 
弹性 固定 , 取 pw 一 0. 8 , 试 求 此 杆 的 临界 压力 F... 


z 
@ 三 Е 
2000 
® -pH 
题 10-2 图 


10-3 图 示 术 架 结 构 ,A、B、C ЕЖЕ ЖЖ, АВ ЖАС 两 杆 缘 为 圆 截面 ,直径 d= 
8cm, 材 料 为 Q235 钢 , 下 =210GPa, 试 求 该 结构 的 临界 力 F... 

10-4 Жи ЕК ЕЕ ТЕ В ABCD, 再 用 BD ЕВ, ЖӨНІМ 
下 .AT 均 相等 , 试 求 达到 临界 状态 时 相应 的 力 下 为 多 少 ; 若 力 正 的 方向 改 为 向 外 时 ,其 值 
又 为 多 少 ? 各 杆 均 属 细 长 杆 。 


题 10-3 图 题 10-4 图 


10-5 某 钢材 的 比例 极限 m 王 230MPa, 屈 服 极 限 =274МРа, ЖЕ Е=200СРа, 

中 柔 度 杆 的 临界 应 力 公 式 为 
ou = 338 — 1. 22А(МРа) 

试 计算 该 材料 的 与 4 值 , 并 画 出 临界 应 力 总 图 (0 和 A 委 150) 。 

10-6 ”如果 杆 分 别 由 下 列 材料 制 成 : 

(1) 比例 极限 mw 一 220MPa, 弹 性 模 量 E=190GPa 的 钢 ; 

(2) m 一 490MPa, 下 一 215GPa, 含 镍 3.5%% 的 镍 钢 ; 

(3) a, =20МРа, E=11GPa 的 松木 。 
试 求 可 用 欧 拉 公式 计算 临界 力 的 压 杆 的 最 小 柔 度 。 

10-7 某 塔 架 的 横 撑 杆 长 为 6m, 截 面 形 状 如 图 示 , 材 料 为 Q235 钢 , 正 一 210GPa, 稳 定 
安全 因数 n.. 二 1.75。 若 按 两 端 匀 支 考虑 , 试 求 此 杆 所 能 承受 的 最 大 工作 压力 。 

10-8 托 架 如 图 所 示 ,AB 杆 直 径 4d 二 40mm ,长 度 1 二 800mm, 两 端 可 视 为 贸 支 ,材料 为 
Q235 钢 。 


PIF 压 杆 稳定 


301 


(1) 试 根据 АВ 杆 的 失 稳 来 求 托 架 的 临界 载荷 Q.; 
(2) 若 已 知 工 作 载荷 Q=70kN. AB 杆 的 规定 稳定 安全 因数 xs 一 2, 试 问 此 托 架 是 否 


4—1 75х75х8 
Я 10-7 图 
10-9 图 示 结 构 由 横梁 АВ 与 立柱 CD 组 成 ,已 知 载荷 Е=10КМ, [= 600 тат, y. ЖЕЙТ 
径 d=20mm, 两 端 饺 支 ,材料 是 Q235 钢 ,弹性 模 量 Е--2006Ра ,稳定 安全 因数 n= 2. 
(1) 试 校 核 该 立柱 的 稳定 性 ; 
(2) 若 许 用 应 力 [o]=120MPa, 试 选择 横梁 ЛВ 的 工 字 钢 型 号 。 
10-10 压 杆 两 端 为 球 铵 支 座 ,承受 轴 向 压力 下 =800kN ,长 度 /二 3m。 压 杆 的 截面 由 
两 个 140mm Х 140mm> 14mm 的 等 边 角 钢 用 锦 钉 联结 而 成 , 锦 钉 孔 直 径 4=16mm. НМ 
料 为 Q235 钢 ,[oj 二 160MPa, 弹 性 模 量 E— 200GPa ,规定 的 稳定 安全 因数 na 二 2, 试 校 核 该 


压 杆 的 稳定 性 及 强度 。 


题 10-8 图 


R Ян. 


题 10-10 图 


题 10-9 图 


10-11 图 示 结 构 中 ,CD 杆 由 两 根 75mmX75mmX6mm 的 等 边 角 钢 组 成 一 整体 ,截面 
上 有 直径 4 一 23mm 的 锦 钉 孔 。 材 料 的 许 用 应 力 [co] 王 160MPa。 试 对 CD 杆 进行 强度 和 稳 


定性 的 校 核 。 
10-12 图 示 结 构 中 , 杆 AC 与 CD 均 由 9235 钢 制 成 ,C.D МН НЫ. EA d= 


100mm,h =180mm. Е=200СРа.в„ =235МРа, в, =400MPa, 58 № 4 > Я Ж n= 


20 тат ‚6 
2.0, 规 定 的 稳定 安全 因数 xs 一 3.0。 试 确定 该 结构 的 许可 载荷 。 
10-13 图 示 由 两 根 18 号 槽 钢 组 成 的 承 压 立柱 ,为 使 两 个 方向 的 柔 度 相等 QA, = A.) , 试 


问 а=? (不 记 缀 板 的 局 部 加 强 。) 


题 10-11 题 10-12 图 


10-14 图 示 外 径 D=100mm, 内 径 d=80mm 的 钢管 在 室温 下 进行 安装 ,安装 后 钢管 
两 端 固定 ,此 时 钢管 两 端 不 受 力 。 已 知 钢管 材料 的 线 膨胀 系数 a = 12. 5 107° /C ,弹性 模 
Ж Е=210СРа, о, =306МРа, в, =200МРа,а=460МРа,6=2. 57MPa, 试 求 温度 升 高 多 少 度 
时 钢管 将 丧失 稳定 。 


题 10-13 图 题 10-14 图 


10-15 图 示 刚 性 杆 AB, 在 С 点 处 由 0235 钢 制 成 的 杆 @ 四 支撑 。 已 知 杆 四 的 直径 d= 
50тт,/=3Зт, МЕЙ с =200МРа,Е=200СРа, і]: 

(1) A 处 能 施加 的 最 大 载荷 下 为 多 少 ? 

(2) 若 在 DD 处 再 加 一 根 与 杆 条 件 相 同 的 杆 @, 则 A 处 能 施加 的 最 大 载荷 F LHE? 

10-16 图 示 结 构 中 ,CF 为 铸铁 圆 杆 ,直径 4, = 10ст,[в. ]= 120МРа,Е=120СРа; ВЕ 
为 钢 圆 杆 , 直 径 4; = 二 5cm, 材 料 为 Q235 钢 ,[o] 二 160MPa,E= 二 200GPa。 若 横梁 可 视 为 刚性 
梁 , 试 求 载荷 下 的 许可 值 。 


题 10-15 图 题 10-16 图 
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10-17 图 示 梁 柱 结构 , 梁 由 16 号 工 字 钢 制 成 , 柱 由 两 根 63mmX 63mmX10mm 的 角 
钢 组 成 ,材料 为 Q235 钢 ,E 二 200GPa。 若 强度 安全 因数 ”一 1.4, 规 定 稳定 安全 因数 п„=2. 
试 校 核 该 结构 是 否 安全 。 

10-18 10 号 工 字 钢 梁 的 C 端 固定 ,A 端 铵 支 于 空心 钢管 AB 上 ,钢管 的 内 径 和 外 径 分 
别 为 30mm 和 40mm, В 端 亦 为 铵 支 。 梁 及 钢管 同 为 Q235 钢 。 当 重 为 300N 的 重 物 落 于 梁 
的 А 端 时 , 试 校 核 AB 杆 的 稳定 性 。 规 定 稳定 安全 因数 ,二 2. 5。 

提示 : 本 题 待 学习 冲击 载荷 后 再 求解 。 


题 10-17 图 题 10-18 图 


11.1 概述 


在 前 面 各 章 所 讨论 的 问题 中 ,所 有 的 载荷 均 是 静 载 荷 , 即 载荷 从 零 开 始 缓慢 增加 直到 预 
定 值 ,然后 不 随时 间 变 化 ,构件 各 质点 的 加 速度 很 小 ,可 以 不 计 。 在 这 种 情况 下 ,构件 内 部 的 
应 力 和 应 变 也 是 由 零 缓慢 连续 增加 的 ,达到 预定 数值 后 ,也 不 再 随时 间 变 化 。 这 类 问题 称 为 
静 载 荷 问 题 。 例 如 建筑 物 或 机 械 对 地 基 的 压力 ,水 坝 所 受 水 的 压力 ` 泥 沙 压力 和 风 压 力 ， 
等 等 。 

在 实际 中 还 有 另 一 类 问题 ,载荷 具有 明显 的 加 速度 ,或 者 构件 处 于 加 速 运动 状态 中 。 如 
一 些 高 速 旋 转 的 部 件 或 加 速 提升 的 构件 ,其 内 部 各 质点 具有 明显 的 加 速度 。 又 如 锻压 气 锤 
的 锤 杆 ,紧急 制 动 的 转轴 ,在 极 短 时 间 内 ,速度 发 生 剧 烈 变 化 。 此 外 ,大 量 的 机 械 零 件 长 期 处 
在 随时 间 周 期 性 变化 的 载荷 作用 下 工作 的 状态 中 。 在 这 些 情 况 下 ,构件 内 部 各 质点 将 有 不 
可 忽略 的 加 速度 ,这 类 问题 属于 动 载荷 问题 。 在 动 载荷 作用 下 ,构件 所 产生 的 应 力 和 变形 称 


为 动 应 力 和 动 变形 。 
实验 表明 ,在 动 载荷 作用 下 ,只 要 应 力 不 超 过 比例 极限 , 胡 克 定律 仍然 成 立 ,弹性 模 量 与 
静 载 荷 作用 下 的 数值 相同 。 


本 章 主要 讨论 下 述 两 类 问题 , 构件 有 加 速度 时 的 应 力 计算 ; 四 冲击 问题 。 
11.2 构件 作 等 加 速 运动 时 的 动 应 力 计 算 


构件 作 等 加 速 直线 运动 或 等 速 转动 时 ,构件 内 各 质点 将 产生 惯性 力 。 按 照 达 朗 贝尔 原 
理 , 若 在 构件 各 质点 处 加 上 惯性 力 , 则 质点 系 上 原 力 系 与 惯性 力 系 将 组 成 一 平衡 力 系 ,此 时 
可 按 静 力学 的 方法 计算 动 载荷 作 用 下 构件 的 应 力 和 变形 。 这 种 将 动力 学 问题 在 形式 上 作为 
静 力 学 问题 来 处 理 的 方法 称 为 动静 法 。 

现 以 匀 加 速度 吊 起 一 根 杆 件 为 例 ,说 明 构件 作 等 加 速 直线 运动 时 动 应 力 的 计算 方法 。 设 
杆 件 长 为 !, 横 截面 面积 为 A, 材 料 单位 体积 重量 为 7, 加 速度 为 4, 方向 向 上 (图 11-1(a))。 以 
距 杆 下 端 为 z 的 截面 m 一 n 将 杆 件 截 为 两 部 分 ,并 取 下 面 的 部 分 为 隔离 体 (图 11-1(b)) 作 
为 研究 对 象 。 作 用 在 隔离 体 上 的 力 有 : 这 一 部 分 的 重力 W. 二 YAz, 沿 村 轴线 均匀 分 布 ,其 


集 度 为 g = YA: 沿 杆 铀 线 作用 的 惯性 力 se ,惯性 力 集 度 为 a= a , 沿 杆 轴线 均匀 分 布 ， 


方向 与 加 速度 a 相反 ; 以 及 作用 在 截面 т-п 上 的 动 荷 轴 力 Ем = Ава, Р! оа 是 动 应 力 。 
由 平衡 方程 >)F. = 0, 得 
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KHW, 及 Fw 代入 ,上 式 改写 为 
2 28 
ma4 一 xz 人 1 + == 0 
解 得 
= ы a 
ва = Ух ( +2 ) 
式 中 ,xz Æ a =0 时 作用 在 т—п 截面 上 的 静 应 力 , 以 cs 表示 , 即 о, = Уж, Д] 


в = (1+2), 
в 


括号 中 的 因子 称 为 动 荷 因 数 ,并 记 为 
Ku 一 1 十 对 
в 


则 式 (d) 写 成 
oa = Kuas, 
式 (c) 表 示 动 应 力 沿 杆 轴线 线性 分 布 ( 图 11-1(c)) 。 当 х= 时 ,最 大 动 应 力 为 
бах = "(1 +=) = Кабы 
Ж dsm = У 是 最 大 静 应 力 。 因 此 杆 件 的 强度 条 件 可 写 为 


Gamax = Куба < [9] 


或 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


(D 


(g) 


(h) 


可 见 , 在 这 一 类 问题 中 ,只 要 将 许 用 应 力 [c] 除 以 动 荷 因数 K a Е H IB E Кт. B ET Hkz Bh ur 


计算 方法 进行 动 荷 计算 。 


下 面 以 等 速 旋转 的 圆 环 为 例 说 明 动静 法 的 应 用 。 设 圆 环 以 等 角速度 绕 通 过 圆心 并 垂直 


Ay A. 


2 


于 纸 面 的 轴 旋 转 (图 11-2(a) ) 。 若 圆 环 的 厚度 1 远 小 于 直径 DD, 便 可 以 近似 地 认为 环 内 各 点 
gq. ШЖ НЕ КЛАН. R ЗЫР A 表示 圆 环 横 截 面 面 积 ,y 表示 单位 体积 的 重力 ， 


于 是 沿 轴线 均匀 分 布 的 惯性 力 集 度 为 g = an = Po ,如 图 11-2(b) ВРК „КИРЕБИ 
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(a) (b) (с) 


图 11-2 


面 上 的 内 力 为 Fa ,由 半 个 圆 环 (图 11-2(c)) 的 平衡 方程 >'F, = 0, 得 
2Ем = [Lasing . рар = q D 


2 
圆 环 横 截面 上 的 应 力 为 
= Ем _ Dto _ уо? 
А 4g g 


ба - G) 


ТЕТІ MUERA 


2 
a= < [о] G) 
8 


由 以 上 两 式 可 见 , 圆 环 截面 上 的 应 力 与 材料 单位 体积 重力 和 圆周 线 速度 的 平方 成 正比 ， 
而 与 横 截 面 面 积 无 关 。 因 此 ,为 了 保证 轮 缘 的 强度 ,对 轮 缘 的 转速 应 有 一 定 的 限制 ,增加 横 
截面 面积 并 不 能 提高 飞轮 的 强度 。 


【 例 11-1】 如 图 11-3(a) 所 示 的 梁 由 钢 绳 吊 起 ,以 等 加 速度 上 升 。 已 知 梁 的 横 截面 面 
ЖУ A, 抗 弯 截 面 系数 为 W ,单位 体积 的 重力 为 Y。 试 求 梁 中 央 截 面 上 的 最 大 动 应 力 。 


图 11-3 


解 : 梁 以 等 加 速度 a 上 升 ,每 单位 长 度 上 的 惯性 力 为 人 Ya , 且 方 向 向 下 ,再 加 上 梁 自身 
重力 的 作用 , 则 梁 上 的 均 布 载荷 集 度 为 


第 11 章 ARH 


307 


а лу + a Az(1+ 4) 
梁 中 央 截 面 上 的 弯 矩 为 


м, (5) з (z) = 2% (1+#)(+—} 
а w z: (1+) 
【 例 11-21 如 图 11-4 所 示 , 杆 以 角速度 w 绕 过 杆 端的 轴 在 水 平面 内 匀速 转动 。 已 知 


杆 长 为 工 , 横 截面 面积 为 A, 单 位 体积 的 重力 为 Y。 试 求 杆 横 截面 上 的 最 大 动 应 力 。 
М. ЕЕ OH x 的 截面 mr 一 n 处 取 一 微 段 dx, 微 段 所 


受 的 惯性 力 为 


© J L=] Ri mn 以 外 部 分 杆 件 的 惯性 力 为 


п Е 
3 < L Душ? а? 2 2 
Е, far, Г Е тат алуа, а?) 
截面 и — n KAIJ Ех 可 由 平衡 方程 >,F. = 0 求 得 


т 2 
аач Бы, = Fa = АУЛ — 1°) 
£ 


最 大 轴 力 发 生 在 杆 端 O 处 的 横 截面 上 ,在 上 式 中 令 2-0,4 
Руы 一 АЛ" 

杆 模 截面 上 的 最 大 动 应 力 为 
ka F Namax = ай 12 


i A 2g 


(Я 11-3] 在 AB 轴 的 B 端 有 一 个 质量 很 大 的 飞轮 (图 11-5)。 与 飞轮 相 比 轴 的 质量 
可 以 忽略 不 计 。 轴 的 另 一 端 A 装 有 和 刹车 离合 器 。 飞 轮 的 转速 为 2 一 100r/min, 转 动 惯量 
为 到 =0.5kN。m。s:, 轴 的 直径 D= 100mm, Яй Е НЫЕ 10 秒 内 均匀 减速 停止 转 


动 。 试 求 轴 内 最 大 动 应 力 。 


解 : 飞轮 与 轴 的 转动 角速度 为 
— пк _ x X 100 = Erad/s) 


30—50 
当 飞 轮 与 轴 同 时 作 均 匀 减 速 转动 时 ,其 角 加 速度 为 
10 
Ші. 
= = =“ 10 了 Crad/s) 


等 号 右边 的 负 号 只 是 表示 e 与 w。 的 方向 相反 。 
按 动静 法 ,在 飞轮 上 加 上 方向 与 s 相反 的 惯性 力 
жм... H. 


图 115 


СОзов 材料 力学 


Ма == Te =—0. 5 z) блк зш? 


3 
设 作用 于 轴 上 的 摩擦 力矩 为 Ms ,由 平衡 方程 >) M, = 0, 求 出 
Ma = M. = 9:5 - m 
AB 轴 由 于 摩擦 力矩 Me 和 惯性 力 偶 矩 Ms 引起 扭转 变形 , 横 截面 上 的 扭矩 为 
T= Ma = TKN - m 
横 截 面 上 的 最 大 扭转 切 应 力 为 
там т са 2. 67 X 10° (Ра) = 2. 67(МРа) 


Ж. -3 үз 
16 (100 Х 10 ) 


【 例 11-4] 如 图 11-6 所 示 一 以 匀速 "前 进 的 机 车 链 杆 АВ, НЕК 1=1. 5m, 横 截面 面积 
A=2.7X 10 m? Ы МУ =64. 2 10-° m° ,材料 单位 体积 重量 у= 78. 5kN/ms ， 
曲柄 ОЛ-О,В-ғ-0.5т, ВН ff BE Ë o= 30rad/s 分 别 绕 两 轴 O, 和 O, 转 


动 , 试 求 AB НН, 
os 
-> 
F г -| 
图 11-6 


解 : AB 杆 上 每 一 质点 的 运动 都 包含 两 部 分 ,一 是 速度 为 v 的 匀速 直线 运动 ,一 是 半径 为 
六 角速度 为 w 的 匀速 圆周 运动 (各 点 所 绕 的 圆心 不 同 )。 前 一 运动 没有 加 速度 ,后 一 运动 则 给 


每 一 点 以 向 心 加 速度 w 一 rz ,因而 每 一 质点 均 受 有 离心 惯性 力作 用 ,其 集 度 为 a= A... 


方向 随时 间 变 化 。 现 考虑 最 不 利 情况 , 即 АВ 杆 运行 到 最 低位 置 , 此 时 ,惯性 力 的 方向 垂直 
向 下 ,与 杆 自重 ga = yA 的 方向 相同 , 杆 内 弯曲 应 力 最 大 , 它 的 受 力 情况 和 一 受 均 布 载荷 9 
作用 的 简 支 粱 相同 ,其 载荷 集 度 为 


2 
а = qa + 7A +224, (1+5) 


Жек ан у 


42 а =] 
М. = =. Әл улт. 
m 7% 8 + % 


АВ 杆 内 最 大 正 应 力 


М... 2.7 x 103 78.5X1.5 (1 5з”) 
же ту 64.2 X10™ 9.81 


= 41.8 X 10° (Ра) = 41. 8(MPa) 
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应 该 指出 ,AB 杆 还 受到 把 轮 O, 的 转动 传 给 轮 O, 去 的 压力 作用 ,在 以 上 的 计算 中 没有 


11.3 构件 受 冲 击 时 的 应 力 和 变形 


当 物 体 以 一 定 速度 作用 到 构件 上 时 ,物体 的 速度 在 很 短 的 时 间 内 发 生 急剧 变化 ,从 而 使 
构件 受到 很 大 的 作用 力 , 这 种 现象 称 为 冲击 或 撞击 。 如 重 锤 打桩 、 子 弹 击发 飞轮 和 砂轮 的 
突然 制 动 等 ,都 属于 冲击 问题 。 在 上 述 例子 中 , 重 锤 ` 飞 轮 等 为 冲击 物 ,而 被 打 的 柱 和 固定 飞 
轮 的 轴 等 为 承受 冲击 的 构件 , 称 为 被 冲击 物 。 在 冲击 过 程 中 ,由 于 冲击 时 间 非 常 短 ,应 力 状 
态 复杂 ,接触 力 随时 间 的 变化 难以 准确 分 析 , 这 些 都 使 冲击 问题 的 精确 计算 十 分 困难 。 工 程 
中 常用 能 量 法 来 近似 估算 冲击 时 的 应 力 和 变形 。 这 种 方法 概念 简单 ,计算 分 析 方便 。 

冲击 时 ,由 于 在 相互 冲击 的 构件 表面 上 要 产生 塑性 变形 ,致使 构件 局 部 硬化 ; 冲击 物 与 
被 冲击 物 之 间 的 压力 作用 时 间 极 短 ,应 力 不 会 立即 传播 到 整个 构件 ,因而 形成 应 力 波 , 以 高 
速度 向 构件 内 传播 ,以 致 引起 构件 的 振动 ; 与 此 同时 ,材料 的 性 质 也 要 发 生 改 变 。 所 以 ,为 
了 简化 计算 , 作 如 下 假设 : 冲击 物 为 刚体 (变形 忽略 不 计 ); 冲击 时 的 应 力 瞬时 即 可 传 至 构 
件 各 部 ( 即 无 局 部 变形 ); 被 冲击 物 的 质量 远 比 冲击 物 的 质量 小 ,可 以 略 去 不 计 ; 冲击 过 程 
中 材料 服从 胡 克 定律 ; 冲击 过 程 无 能 量 损失 ; 冲击 物 的 能 量 完全 转化 为 被 冲击 物 的 弹性 应 
变 能 。 


11.3.1 自由 落体 冲击 


设 以 弹 得 代表 一 受 冲 弹性 体 (图 11-7(a))。 在 实际 问题 中 , 它 可 以 是 一 个 梁 (图 11-7(b))， 
一 个 杆 (图 11-7(c)) 等 其 他 构件 ,只 是 受 冲 物 不 同 ,弹性 常数 也 不 同 而 已 。 设 一 重 为 Q 的 重 
物 从 距 弹簧 顶端 某 一 高 度 疡 自由 落下 , 当 重 物 降 到 最 低位 置 时 ,速度 为 零 , 弹 得 的 变形 达到 
最 大 值 Aa ,根据 在 弹性 范围 内 载荷 与 变形 成 正比 的 关系 ,此 时 ,构件 上 承受 着 最 大 的 冲击 载 
f Fao 


图 11-7 


在 冲击 过 程 中 , 若 以 工 和 六 表示 冲击 物 动 能 和 位 能 的 变化 ,Vs 表示 弹簧 的 应 变 能 ,并 
忽略 其 他 能 量 的 损失 ,根据 机 械 能 守恒 定律 ,冲击 系统 的 动能 和 位 能 的 变化 应 等 于 弹簧 的 应 
变 能 , 即 


7310 
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T+V =V. (a) 
在 图 11-7(a) 所 示 情 况 下 ,冲击 物 所 减少 的 位 能 是 
V = 90 + AJ) (b) 
由 于 冲击 物 的 初速 度 和 末 速 度 都 等 于 零 ,所 以 动能 无 变化 , 即 
T=0 (c) 


受 冲 构件 的 应 变 能 Vs ,等 于 冲击 载荷 Fa 在 冲击 过 程 中 所 做 的 功 。 在 材料 服从 胡 克 定律 的 
情况 下 ,冲击 载荷 Fa 和 弹簧 变形 As 都 是 从 零 开始 增加 到 最 大 值 , 受 冲 构件 的 应 变 能 为 


У. = вуд, (а) 


将 TV 和 Va 代 入 式 (a) ,得 
© +A) = +F.A, (e) 


若 冲击 物 Q 以 静 载 荷 的 方式 作用 在 弹簧 顶端 时 ,弹簧 的 项 变形 和 静 应 力 为 А ce。 在 线 
弹性 范围 内 ,载荷 ,变形 和 应 力 成 正比 ,有 
Ра — Да _ оа 


О А (D 


将 =Q 全 代入 式 (6) ,经 过 整理 ,得 


48 —2A,,A, — 2hA,, = 0 (g) 
从 式 (g) 中 解 出 


д, =л[1+ TEJ 
为 了 求 出 冲击 时 的 最 大 变形 ,上 式 前 取 正 号 , 故 有 


м = 44 (1+ ТҰЛ а» 


K. = = 1+ +2 (1-9 
K. 称 为 冲击 动 荷 因数 。 这 样式 (/) 就 可 以 写 为 
. asi К.Д, 
ў = Fo (11-2) 
ба = Кас. 
可 见 , 只 要 求 出 动 荷 因数 K a , 即 可 由 静 载 荷 . 静 应 力 和 静 变 形 求 出 冲击 时 的 动 载荷 、 动 应 力 
和 动 变形 。 这 里 Fu .As 和 m 是 指 受 冲 构件 到 达 最 大 变形 位 置 ,冲击 物 速度 等 于 零 时 的 瞬时 
载荷 变形 和 应 力 。 
关于 动 载荷 因数 Ка 的 几 点 讨论 : 
(1) 式 (11-1) 中 天 是 初速 度 为 零 的 冲击 物 自 由 下 落 的 高 度 。 如 系 突 加 载荷 , 则 贿 一 0， 
可 得 


引入 符号 


天 一 1 十 V1I 十 0 一 2 
这 说 明 ,在 突 加 载荷 下 的 应 力 、. 变 形 和 所 受 的 冲击 力 是 静 载 荷 作 用 时 的 两 倍 。 
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(2) 如 果 在 冲击 开始 时 ,冲击 物 的 动能 为 T,, 式 (11-1) 还 可 用 能 量 形式 表示 为 
2h Qh To 
Ка=1+ [1+ 1 十 |14 УЕ 
As | ол, 4 Уа 


IP Уш = QA, Ж Q 以 静 载荷 方式 作用 在 被 冲击 物 上 时 被 冲击 物 的 应 变 能 。 

O 式 (11-1) 中 A。 为 冲击 物 Q 以 静 载 荷 方式 作用 到 被 冲击 物 上 时 ,冲击 点 沿 冲 击 方向 
的 线 位 移 。 
11.3.2 水 平 冲击 


对 于 水 平 放置 的 系统 ,例如 图 11-8 所 示 情 况 , 在 B 点 受到 重量 为 Q、 速 度 为 v 的 重 物 
的 水 平 冲击 ,冲击 过 程 中 系统 的 位 能 不 变 ,V 二 0。 冲 击 物 只 有 动能 的 变化 。 若 冲击 物 与 杆 
件 接触 时 的 速度 为 v, 则 动能 


1- 149, „ 2 
将 V.T 及 式 (d) 代 入 式 (a) 中 , 即 得 
Fert s GFA 
шық, ERNEA 


由 此 可 得 水 平 冲击 时 的 动 荷 因数 为 


К. - [2 (11-3) 
式 中 ,A. 为 大 小 等 于 Q 的 静 载 荷 沿 水 平方 向 施加 到 杆 件 上 时 ,冲击 点 沿 冲击 方向 的 线 位 移 。 
构件 受 冲 击 载荷 作用 时 的 强度 条 件 可 写成 
Gamax 一 Куба < [9] (11-4) 
应 该 指出 ,在 上 述 讨论 中 ,忽略 了 冲击 过 程 中 能 量 的 损失 , 即 认为 冲击 物 所 减少 的 动能 
和 位 能 完全 转换 为 被 冲击 物 的 应 变 能 。 事 实 并 非 如 此 ,在 冲击 过 程 中 有 其 他 形式 的 能 量 损 
失 ( 如 热能 等 )。 所 以 按 上 述 方法 计算 的 应 变 能 数值 偏 高 ,是 一 种 偏 于 安全 的 近似 方法 。 


ІЙ 11-5] Q=150N WEHA h=75mm 高 处 自由 落下 ,冲击 于 梁 的 跨度 中 点 C 处 。 
试 求 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 及 最 大 挠 度 。 已 知 钢 梁 的 截面 为 50mm X 50mm, Е = 
200СРа,/=1т. Ж. 

(1) 梁 两 端 为 刚性 支 座 (图 11-9(a)); 
(2) 梁 两 端 支承 在 弹簧 上 .弹簧 常数 К =300КМ/т( A 11-9(b))。 


解 : (1) 刚性 支承 梁 
D 计算 静 应 力 和 静 变 形 
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| шй | 

(b) 

d 4 

с C 
үл ЗЕ 5 
00 ра 02 ГЕНГЕ, 

(с) (4) 

图 119 


将 重量 Q 以 静 载 方式 沿 冲击 方向 作用 于 冲击 点 C 处 (图 11-9(c)) ,点 C 的 静 变 形 和 梁 


内 的 最 大 静 应 力 为 
QI? 12% 150 х 13 4 
A. 48EI 48 X 2 X 10!1 х50* X 107° ЗОО сау 
9 
М. 4 6X150X1 š а 
Салах wW Bh — 1X50 X107 1.8 X 10° (Pa) = 1. 8(MPa) 
6 


@ 计算 动 荷 因数 
K. 1+ Л +2 ++? саны 71.7 
@ 求 Аыызбыа 
最 大 动 挠 度 发 生 在 梁 的 跨 中 截面 , 即 冲 击 点 C 处 ,该 处 也 是 最 大 静 挠 度 发 生 处 ,所 以 
Axa = Кайкы 一 71.7X30X10 一 2.15X10-3(m) = 2. 15(mm) 
最 大 弯曲 动 应 力 为 
apas = Қабаш = 71.7 X 1.8 = 129(МРа) 


(2) 弹簧 支承 梁 
D 计算 静 应 力 和 静 变 形 
如 图 11-9(d) 所 示 ,弹簧 支承 梁 在 静 载荷 Q 作用 下 的 最 大 静 应 力 为 


Q 
, M... 
о, = р = фа” = 1.8(MPa) 
6 
冲击 点 С 处 的 静 位 移 由 梁 弯曲 引起 的 C 点 的 位 移 As 和 弹簧 的 压缩 引起 的 位 移 Лр 
部 分 组 成 : 
A= Aa 十 As оғ , Q/2 12 х 150 X 15 150 


48ЕТ "К 48 х2 х 10" Х 50* XI 2 х 300 х 10° 
= 2.8 X 107 (т) = 0. 28(тт) 
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@ 计算 动 荷 因数 
к’ ++ 1 t 107 24.2 
OR Aini 
Ama = КД, = 24,2 X 2.8 X 10-+ = 6.78 X 10-3 (т) = 6. 78(тт) 
Ойға = Ках = 24. 2 X 1. 8 = 43. 6(МРа) 

可 见 ,同样 的 梁 , 支 承 在 刚性 支 座 和 弹簧 支 座 上 ,它们 的 最 大 静 应 力 是 相同 的 。 但 弹簧 
支承 的 梁 冲 击 点 的 静 挠 度 比 刚 性 支承 梁 的 静 挠 度 大 得 多 ,其 冲击 动 荷 因数 就 小 ,产生 的 冲击 
动 应 力 小 得 多 。 因 此 ,在 工程 上 常 采用 把 刚性 支 座 换 成 弹性 支 座 的 方法 起 缓冲 作用 ,以 降低 
构件 的 冲击 应 力 ,提高 构件 承受 冲击 的 能 力 。 


СЯ 11-6] 有 一 根 下 端 固定 ,长 度 为 ;的 铅 直 圆 截面 杆 AB ,在 距 下 端 为 a 的 C 点 处 
受 一 个 重 为 Q 的 物体 沿 水 平方 向 的 冲击 (图 11-10 Ca)) ,物体 与 杆 接触 时 的 速度 为 w 杆 
WELW 皆 为 已 知 量 。 试 求 杆 内 最 大 冲击 应 力 及 最 大 冲击 变形 。 


解 : (1) 求 冲击 动 荷 因数 


2 
т 
Ki = JA, 


ИД, AB НЕС 处 受到 一 个 数值 等 于 冲 0 
击 物 重量 Q 的 水 平 力作 用 时 ,C 点 的 挠 度 
(图 11-10(c))。 故 有 
A. = em (a) 
(2) Ж бак NA 
АВ 杆 在 C 点 受到 水 平 力 Q 作用 时 ,在 固定 端 A 截面 的 左 、 右 边缘 点 产生 最 大 弯曲 正 
应 力 ,其 值 为 


图 11-10 


_ Mm _ Qa 
Ostmax 一 W w 
АВ 杆 的 最 大 静 变 形 发 生 在 B 点 ,其 值 为 
Qa? | Qa? Qa? (31—а) 
Ала = 3ET + ET O 4) бЕТ 
最 大 冲击 动 应 力 和 最 大 冲击 变形 为 
Ж 
Gamax 一 Кайыш = A ж Qa 
2 2 
Ass = Кайы = |а * Фа (31а) 


[Я 11-7] 在 AB 轴 的 已 端 有 一 个 质量 很 大 的 飞轮 (图 11-11) ,与 飞轮 相 比 , 轴 的 质 
量 可 忽略 不 计 。 轴 的 另 一 端 A 装 有 和 刹车 制动器 ,飞轮 的 速度 为 n= 100r/min, АМН 
Я 1,=0.5КМ • ms , 轴 的 直径 为 4 二 100mm, 轴 长 1 二 1m, 切 变 模 量 G=80GPa。 若 
AB 轴 在 A 端 突 然 刹车 , 求 轴 内 的 最 大 动 应 力 。 


зш 
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解 : 当 A 端 突然 刹车 时 ,B 端 飞轮 具有 动能 ,因而 AB 轴 受 到 冲击 , 轴 发 生 扭 转变 形 。 
在 冲击 过 程 中 ,飞轮 的 角速度 降低 为 零 。 它 的 动能 工 全 部 转化 为 轴 的 应 变 能 Vas KHE 
能 改变 为 


T= Fl 
AB 轴 的 扭转 应 变 能 为 
= ТЫ 
Va 2GI, 
故 有 
l, ål 
21%" = ЭСТ, 
由 此 求 得 
T. =o LGI, 
轴 内 最 大 冲击 切 应力 
Ts EGR 
Татах үу, = w М? 
对 于 圆 轴 
I, ла (15 j 2 2 
Wi 32 ^ \xd’ nd А 
4 
于 是 


ИСЕ 
тах wW АІ 


可 见 , 扭 转 冲 击 时 , 轴 内 最 大 动 应 力 саш, ОК AL 有 关 , 体 积 越 大 ,tawx 越 小 。 将 

已 知 数据 代入 上 式 ,得 
100x /2 X 80 X 10° X 0.5 X 10° 
Тама 90 1X (50 х 103) 

对 于 常用 钢材 ,扭转 时 许 用 切 应 力 约 为 [z] 王 80 一 100MPa, 上 述 tamwx 已 经 远 远 超过 了 许 
用 应 力 。 若 和 刹车 时 使 轴 在 10 秒 内 按 匀 减速 停止 转动 ,这 时 轴 的 最 大 切 应 力 так = 2. 67MPa 
( 见 例 11-3) , 仅 为 突然 刹车 的 1/400。 所 以 对 保证 轴 的 安全 来 说 ,冲击 载荷 是 十 分 不 利 的 。 

【 例 11-8〗 重 物 Q 从 高 度 互 处 自由 下 落 ,冲击 到 钢 制 的 曲 拐 ABC 的 C 端 (图 11-12), 
Ж Q.H.h.b.1.d a 等 均 为 已 知 . 试 按 第 三 强度 理论 校 核 曲 拐 的 强度 。 

解 : (1) 求 静 位 移 A. 

当 重 物 Q 以 静 载 荷 方式 作用 于 C 端 时 ,C 处 的 静 位 移 包 括 三 部 分 : BC 杆 视 为 悬臂 梁 ， 
在 C 点 引起 的 位 移 


1057 X 10° (Pa) = 1057(MPa) 


А Qa’ _ 40а? 
“© ЗЫв Ebh’ 


AB 杆 受 扭转 力 偶 矩 Qa 的 作用 ,在 C 点 引起 的 位 移 
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a= Ti, p= 32041 
Ри СІ, Ска 


АВ 杆 作为 悬臂 粱 ,在 C 点 的 位 移 


Ac 


A= 9 _ 6498 
& ЗЕГв 3Exd’ 
3 2 3 
д. = даль жд = 499? | 32Qa I ү 6401 


Ebh’ Ск ЗЕла" 


(2) 求 动 荷 因数 


图 11-12 


Ка 1+ 


(3) 求 静 载荷 下 的 相当 应 力 
АВ 杆 在 静 载荷 Q 的 作用 下 产生 弯 扭 组 合 变形 ,危险 点 在 固定 端 A 截面 的 上 、 下 边缘 ， 
最 大 弯曲 正 应 力 和 最 大 扭转 切 应力 分 别 为 


Cst 


= М _ 32QL 
w та" 
T _ 16 
"= 


按 第 三 强度 理论 的 相当 应 力 为 


7 32QI Y° 16Qa Y° 320 万 ? 
ба ма + år (8) +a (298) та: М? +a 
(4) 计算 动 载荷 下 危险 点 的 相当 应 力 并 进行 强度 校 核 
(ов) = Қаба), = Ка 29 М Ға? 


T 
FRIR BERNE Сов Ja < Co JETT IR БЕВ. 


11.4 WEHE 


工程 上 对 各 种 材料 抗 冲击 能 力 的 衡量 ,是 以 冲 断 具 有 切 槽 的 标准 试 件 所 需要 的 能 量 多 
少 为 标志 的 。 材 料 抵抗 冲击 的 能 力 是 通过 冲击 试验 测定 的 。 为 了 便于 比较 ,应 采用 标准 试 
件 ,我 国 目前 采用 的 标准 试 件 是 两 端 简 支 的 弯曲 试 件 (图 11-13(a))。 试 件 中 央 开 有 半圆 形 
切 槽 , 称 为 U 形 切 槽 试 件 。 为 了 避免 材料 不 均匀 和 切 槽 不 准确 的 影响 ,试验 时 每 组 试 件 不 
应 少 于 4 根 。 试 件 上 开 切 槽 是 为 了 使 切 槽 区 域 高 度 应 力 集中 ,这 样 , 切 槽 附近 区 域内 便 集 中 


10 55 10 55 
< | 
е аі а 


2 cl A5 
40 | 4 
(а) (b) 


7316 
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吸收 了 较 多 的 能 量 。 切 槽 底部 越 尖 锐 , 越 能 满足 上 述 要 求 。 所 以 .有 时 采用 V 形 槽 试 件 
(图 11-13(b))。 

试验 时 ,将 带 有 切 槽 的 标准 弯曲 试 件 放置 于 冲击 试验 机 的 支架 上 ,并 使 切 槽 位 于 受 拉 一 
侧 ( 图 11-14) 。 


当 试验 机 的 重 摆 从 一 定 高 度 自由 落下 ,将 试 件 冲 断 时 , 试 件 所 吸收 的 能 量 等 于 重 损 所 做 

的 功 W。 用 摆 锤 所 做 的 功 除 以 试 件 在 切 槽 处 的 最 小 横 截 面 面 积 A ,得 
= 
ах 称 为 冲击 韧性 ,其 单位 为 焦耳 /毫米 2(J/mnm2) 。 

а, 越 大 ,材料 抗 冲 击 的 能 力 就 越 强 。 一 般 情 况 下 ,塑性 材料 的 抗 冲击 能 力 远 高 于 脆性 
材料 。 由 于 a 的 数值 与 试 件 的 尺寸 形状、 支承 条 件 、 温 度 等 因素 有 关 , 所 以 它 是 衡量 材料 
抗 冲击 能 力 的 一 个 相对 指标 。 ші 

冲击 韧性 的 测定 一 般 是 在 室温 下 进行 的 。 试 š а 
验 结果 表明 ,ax 的 值 随 温度 的 降低 而 减少 ,在 某 一 2” 
温度 范围 下 ,材料 将 变 得 很 脆 ,a 的 数值 又 然 下 
降 , 这 就 是 冷 脆 现 象 。 这 一 温度 范围 称 为 转变 温 
度 。 各 种 材料 的 wm 值 与 温度 的 关系 及 其 转变 温度 
都 不 相同 。 图 11-15 所 示 为 低 碳 钢 的 а, 与 温度 的 。 02 
关系 曲线 。 其 转变 温度 约 为 一 40C ЭЕМ & о 


(11-5) 


0.8 


а 10°J.m-2) 
ә 
a 


0 
-80-60 -40 -20 0 20 40 60 


属 都 有 冷 脆 现 象 。 例 如 铜 铝 和 某 些 高 强度 的 合金 ire 
钢 , 在 很 大 的 温度 变化 范围 内 ,a 的 数值 变化 很 ештен 
小 ,其 冷 胞 现象 不 明显 。 


11.5 提高 构件 抗 冲击 能 力 的 措施 


11.5.1 增加 被 冲击 构件 的 静 变 形 


构件 受 冲击 时 ,产生 很 大 的 冲击 应 力 。 在 工程 中 虽然 有 时 需要 利用 冲击 造成 的 巨大 的 
动 载荷 ,如 锻造 破碎、 冲压 ,打桩 等 ,但 在 更 多 的 情况 下 应 采取 有 效 的 措施 来 降低 冲击 应 力 ， 
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以 提高 构件 的 抗 冲击 能 力 。 
由 冲击 动 荷 因数 的 公式 可 以 看 出 ,如 能 增 大 静 变 形 As 就 可 以 降低 动 荷 因数 K a ,也 就 可 
以 降低 冲击 载 桨 和 冲击 应 力 。 由 于 静 变 形 A.. 与 构件 的 刚度 成 反比 ,因此 对 于 承受 冲击 的 构 


са. 否则 ,虽然 降低 了 动 茶 因数 Ка 却 增加 了 静 应 力 a. ,其 结果 未 必 能 将 动 应 力 а = Кабы Ме 
低 。 所 以 工程 中 经 常 在 受 冲 击 构件 上 增设 缓冲 装置 (安装 缓冲 弹簧 ,加 橡皮 垫 片 等 ) ,就 是 为 
了 增加 静 变 形 而 不 增 大 构件 的 静 应 力 。 


11.5.2 增 大 被 冲击 构件 的 体积 


在 某 些 情况 下 ,改变 受 冲 构件 的 尺寸 ,也 可 以 达到 降低 动 应 力 的 目的 。 例 如 把 承受 冲击 
的 汽缸 盖 螺 栓 ( 图 11-16(a)) 由 短 螺栓 改 为 长 螺栓 (图 11-16(b)), 增 加 了 螺栓 的 体积 ,可 以 
提高 其 抵抗 冲击 的 能 力 。 


图 11-16 


11.5.3 避免 使 用 变 截面 杆 
上 述 结论 只 适用 于 等 截面 杆 ,不 能 用 于 变 截面 杆 。 这 可 以 从 图 11-17 所 示 两 杆 说 明 。 


В 11-17 


显然 ,两 杆 危 险 截面 上 的 静 应 力 相等 ,oi 二 os。 但 车 两 杆 的 材料 相同 , 则 静 变 形 
A 二 A%。 因 此 , 动 荷 因数 为 Кз>К}. 8] оз 208. ЖИ, Ка 的 体积 比 杆 2 的 


大 ,但 杆 的 动 应 力 ai НЕЕ ВЕЛО} 大。 并 且 由 4 一 区 + арата 


削弱 部 分 的 长 度 * 越 小 , 静 变 形 At. 越 小 ,就 更 加 增 大 动 应 力 o3 的 数值 。 因 此 , 受 冲击 的 杆 应 
当 尽 可 能 地 避免 采用 变 截面 杆 。 
此 外 ,用 弹性 模 量 较 低 的 材料 制造 受 冲击 的 构件 ,也 有 利于 降低 冲击 动 应 力 。 但 应 注意 ， 
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一 般 来 说 ,弹性 模 量 较 低 的 材料 往往 其 许 用 应 力也 较 低 。 所 以 ,对 待 具体 问题 ,应 该 全 面 考虑 。 


11-1 动 荷 作用 与 静 荷 作用 有 何 区 别 ? 

11-2 为 什么 转动 的 飞轮 都 有 一 定 的 转速 限制 ? 如 转速 过 高 ,将 产生 什么 后 果 ? 

11-3 如 何 计算 匀 角 速 旋转 圆 环 的 应 力 及 变形 ? 何谓 惯性 力 集 度 ? 为 什么 说 增加 截 
面 面 积 并 不 能 改善 圆 环 的 强度 ? 

11-4 图 示 车 轮 以 匀 角 速度 o 旋转 , 钢 连 杆 AB 的 截面 为 矩形 ,材料 单位 体积 重量 为 
7, 试 分 析 连 杆 AB 的 内 力 和 危险 工 况 。 

11-5 重 物 Q 自由 下 落 冲 击 于 梁 的 D 点 如 图 示 。 若 求 梁 中 的 动 应 力 , 问 动 荷 因 数 中 的 
As 应 取 哪 一 点 的 静 挠 度 ? 


思考 题 11-4 图 思考 题 11-5 图 


11-6 图 示 四 个 自由 落体 系统 中 , 梁 的 尺寸 和 材料 均 相 同 ,弹簧 劲 度 系数 为 &, 试 问 哪 
一 个 梁 的 动 荷 因数 最 大 ? 哪 一 个 梁 的 动 荷 因数 最 小 ? 能 否 确 定 哪个 梁 的 动 应 力 最 大 ? 


j: ю „| т „| | |. 


°T G 


ед. .| РАЧЫ 


思考 题 11-6 图 


11-7 同一 梁 按 图 示 两 种 位 置 受 冲击 : 图 (a) 为 在 端点 C 处 有 钢 球 (重量 为 C) 的 杆 件 
AC A 点 旋转 而 下 落 , 冲 击 到 梁 的 DD 点 处 ; 图 (b) 为 同一 钢 球 自由 下 落 冲 击 到 梁 的 刀 处 。 
在 不 考虑 摩擦 的 情况 下 ,试问 上 述 两 种 冲击 方式 在 梁 内 产生 的 应 变 能 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
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思考 题 11-7 图 


11-8 如 用 同样 的 能 量 T, =QH 轴 向 冲击 图 示 三 杆 , 试 问 哪 一 个 杆 内 发 生 的 动 应 力 最 
大 ? 为 什么 ? 


思考 题 11-8 图 
习题 


1-1 图 示 桥 式 起 重 机 ,起 重 机 构 C 重量 G, 二 20kN, 起 重 机 大 梁 为 20a 工 字 钢 , 今 用 直径 
d=20mm 的 钢 索 起 吊 重量 G, =10КМ 的 重 物 ,在 启动 后 第 一 秒 内 以 匀 加 速度 a 二 3m/s* 上 升 。 
若 钢 索 与 梁 的 许 用 应 力 均 为 [co] 二 45MPa, 钢 索 重 量 不 计 , 试 校 核 钢 索 与 梁 的 强度 。 

11-2 一 重 Q=20kN 的 物体 悬挂 在 钢 缆 上 。 钢 缆 由 500 根 直径 d=0. 5mm 的 钢丝 组 
成 。 鼓 轮 以 角 加 速度 e= 101/52 逆 时 针 旋 转 , 并 将 重 物 吊 起 。 当 钢 线 长 度 = 5m 时 , 试 求 钢 
缆 的 最 大 正 应 力 及 伸 长 量 。 设 鼓 轮 直径 D=50cm,g=9. 8m/s? ,E 二 220GPa。 


题 11-1 图 
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11-3 桥 式 起 重 机 横梁 由 14 号 工 字 钢 组 成 。 其 上 甚 挂 一 重 物 G 二 50kN, 吊 索 横 截 面 
面积 A 二 5X10“*m? 。 起 重 机 以 匀速 度 v==1m/s 向 前 移动 (方向 垂直 于 纸 面 )。 当 起 重 机 突 
然 停止 移动 时 , 重 物 像 单 摆 一 样 向 前 摆动 。 求 此 时 吊 索 及 梁 内 的 最 大 应 力 增加 多 少 ( 不 计 吊 
索 自 重 以 及 由 重 物 摆动 引起 的 斜 弯 曲 的 影响 ) 。 

11-4 在 直径 为 100mm 的 轴 上 装 有 转动 惯量 [二 0.5kN。m + 5° 的 飞轮 , 轴 的 转速 为 
300r/min。 制 动 器 开始 作用 后 ,在 20 转 内 将 飞轮 刹 停 。 试 求 轴 内 最 大 切 应 力 。 设 在 制动器 
作用 前 , 轴 已 与 驱动 装置 脱 开 , 且 轴承 内 的 摩擦 力 可 以 不 计 。 


制动器 


题 11-3 图 题 11-4 图 


11-5 图 示 机 车 车 轮 以 2 一 300r/min 的 转速 旋转 。 平行 杆 АВ 的 横 截 面 为 矩形 ,h = 
5. бстп.ф--2, 8cm ,长 度 1 二 2m,r 二 25cm, 材 料 的 密度 为 о=7. 8g/cm 。 试 确定 平行 杆 最 危 
险 的 位 置 和 杆 内 最 大 正 应 力 。 

11-6 图 示 钢 轴 AB 的 直径 为 8mm, 轴 上 有 一 直径 为 80mm 的 钢 质 圆 杆 CD,CD ЕН 
于 AB。 若 AB 以 匀 角 速度 o= A0rad/s 转动 ,材料 的 许 用 应 力 [oj 二 70MPa, 密 度 为 7. 8g/cm° , 
试 校 核 AB 轴 及 CD 杆 的 强度 。 


题 11-5 图 


11-7 直径 4=30ст 的 圆 木 桩 ,下 端 固定 ,上 端 受 G 二 5kN 的 重 锤 作用 ,木材 的 弹性 模 
量 已 =10GPa。 试 求 下 列 三 种 情况 下 , 木 桩 内 的 最 大 正 应 力 : 

(1) 重 锤 以 静 载 荷 的 方式 作用 于 木 桩 上 ; 

(2) ЖЕМ lm 的 高 度 自由 落下 ; 

(3) 在 桩 顶 放置 直径 为 150mm、 厚 为 20mm 的 橡皮 垫 ,其 弹性 模 量 E, =8МРа, EHEM 
lm 的 高 度 自由 落下 。 

11-8 ”如 图 所 示 , 一 个 20а 的 工 字 钢 简 支 梁 ,其 跨度 ! 一 2m, 在 跨 中 被 重 物 Q= 6kN 所 
冲击 ,车 重 物 与 梁 相遇 时 的 速度 v= 二 0. 5m/s, 试 求 此 梁 的 最 大 正 应 力 及 最 大 挠 度 。 设 
E=200GPa, 
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题 11-7 图 题 11-8 图 

11-9 刚性 重 物 Q 在 距 梁 的 支 座 B 为 1/3 处 的 了 AARRE H 处 自由 落下 , 梁 的 EI 


及 弹 得 劲 度 系数 均 为 已 知 。 求 梁 受 冲击 时 的 最 大 动 应 力 和 最 大 动 变 形 。 
11-10 图 示 钢 杆 的 下 端 有 一 个 固定 圆 盘 , 盘 上 放置 弹簧 。 
弹簧 在 IKN 的 静 载 荷 作 用 下 缩短 0.0625cm。 钢 杆 的 直径 d= 
40тт,/=4т, ЙУ JI [о] = 120МРа, Е=200СРа. АНЯ 
15kN 的 重 物 自由 下 落 , 试 求 其 许可 高 度 及。 又 车 无 弹簧 , 则 许可 
高 度 将 等 于 多 大 ? 
11-11 АВ 杆 的 /ET 及 抗 弯 截 面 系数 W 均 为 已 知 ， Æ 11-9 M 
在 C 点 受 沿 水 平方 向 运动 的 物体 冲击 (图 (a)) ,冲击 物 的 重量 
为 己 , 它 与 杆 接触 时 的 速度 为 w。 如 在 杆 上 冲击 点 处 安装 一 个 弹簧 (图 (b)), 其 劲 度 系数 为 
kN/m) , 试 求 在 两 种 情况 下 AB 杆 内 受到 的 最 大 冲击 应 力 。 


21/3 З 


题 11-10 图 EG 11-11 图 


11-12 重量 为 Q 的 重 物 自 由 下 落 在 刚 架 上 ,如 图 示 。 设 刚 架 各 段 的 下 .TI 及 抗 弯 截 面 
系数 均 相 同 , 且 为 已 知 。 试 求 冲击 时 刚 架 内 的 最 大 正 应 力 (不 计 轴 力 影 响 ) 。 

11-13 ИЖ ЖЖ АВ, К.Л Я ЕТУ Ж ВОН W , B ЖИР — 
完全 相同 的 梁 CD 的 中 央 。 在 АВ 梁 的 中 点 受到 重 物 Q НН 处 的 落体 冲击 。 若 不 计 
梁 的 自重 , 求 梁 内 最 大 冲击 应 力 。 

11-14 ” 圆 轴 直径 d= 二 6cm,l 二 2m, 左 端 固定 , 右 端 有 一 直径 D= 40cm 的 鼓 轮 , 轮 上 绕 
以 钢 绳 , 绳 的 端点 A 悬挂 吊 盘 。 绳 长 1 二 10cm, 横 截面 面积 A==1. 2cm? ,下 一 200GPa。 轴 材 
料 的 С=80СРа„ 重量 Q=800N HHA л = 20ст 处 落 于 吊 盘 上 , 求 轴 内 最 大 切 应 力 和 强 
内 最 大 正 应 力 。 
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题 11-12 题 11-13 图 


11-15 刚 架 ABC,A 端 固定 ,C Я ВНЕ СУМИ № ЕТ. SE B 点 受到 一 重 为 
Q 的 物体 的 水 平 冲击 ,冲击 速度 为 w, 试 求 刚 架 的 最 大 弯 垂 。 
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E 11-14 图 Em 11-15 图 
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12.1 概述 


工程 中 ,有 些 构件 的 应 力 是 随时 间 周期 性 变化 的 ,这 种 应 力 称 为 交 变 应 力 。 如 图 12-1(a) 
所 示 ,齿轮 每 旋转 一 周 , 轮 齿 吵 合 一 次 ,其 上 任 一 齿 的 齿 根 处 A 点 的 弯曲 正 应 力 o 由 零 变化 
到 某 一 最 大 值 ,然后 再 回 到 零 。 应 力 随时 间 变 化 的 曲线 如 图 12-1(b) 所 示 。 又 如 图 12-2 所 
示 的 火车 轮轴 ,虽然 它 所 承受 的 载荷 并 不 随时 间 而 变化 ,但 由 于 轮轴 本 身 在 旋转 ,因而 轮轴 
内 除了 轴线 上 的 各 点 之 外 ,其 他 任 一 点 处 的 弯曲 正 应 力也 都 随时 间作 周期 性 变化 。 轮 轴 在 
不 停 地 转动 ,应 力 在 不 停 地 重复 变化 。 交 变 应 力 重复 变化 一 次 的 过 程 称 为 应 力 循环 ,应力 重 
复 变 化 的 次 数 称 为 循环 次 数 ,完成 一 个 应 力 循环 所 需要 的 时 间 称 为 一 个 周期 。 


了 
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构件 在 交 变 应 力作 用 下 破坏 的 现象 习惯 上 称 为 疲劳 破坏 。 由 于 疲劳 破坏 经 常 发 生 在 构 
件 长 期 运转 之 后 ,因而 人 们 最 初 曾 误 认为 这 是 由 于 材料 “疲劳 "引起 材料 性 质 的 改变 , 故 称 为 
疲劳 破坏 。 随 着 生产 的 发 展 ,近代 科学 研究 发 现 , 发 生 疲 劳 破坏 的 构件 ,其 材料 性 质 并 不 因 
交 变 应 力 而 发 生变 化 ,从 而 否定 了 这 种 错误 的 认识 ,但 “疲劳 ”这 个 词 却 一 直 沿 用 至 今 。 

构件 在 交 变 应 力 下 的 破坏 和 静 载 荷 作 用 下 的 强度 破坏 有 着 本 质 上 的 区 别 , 其 特点 为 : 

(1) 长 时 间 承 受 交 变 应 力作 用 的 构件 ,会 在 远 低 于 材料 强度 极限 (甚至 届 服 极限 ) 的 应 
力 下 突然 断裂 ， 

(2) 构件 在 疲劳 破坏 前 没有 明显 的 塑性 变形 ,表现 为 脆性 断裂 ,即使 是 塑性 很 好 的 材料 
也 是 如 此 ; 

(3) 疲劳 破坏 是 一 个 累积 损伤 过 程 , 它 与 应 力 大 小 及 循环 次 数 有 关 ; 

(4) 构件 断口 通常 可 以 明显 地 区 分 为 光滑 区 和 唱 粒 状 的 粗糙 区 (图 12-3)。 


图 12-3 


对 疲劳 破坏 的 一 般 解 释 是 : 

在 足够 大 的 交 变 应 力 下 ,构件 中 最 不 利 或 较 弱 的 晶 粒 沿 最 大 切 应 力作 用 面 形成 滑 移 带 ， 
随 着 应 力 循环 次 数 的 增加 ,萌生 细微 的 裂纹 ,这 就 是 所 谓 的 裂纹 源 。 在 构件 外 形 突变 (如 圆 
Ж ,切口 . 沟 槽 等 ) 或 表面 划 痕 或 材料 内 部 缺陷 等 部 位 ,都 可 能 因 较 大 的 应 力 集中 引起 微观 裂 
纹 。 分 散 的 微观 裂纹 经 过 集结 沟通 ,形成 裸眼 所 见 的 宏观 裂纹 。 已 形成 的 宏观 裂纹 在 交 变 
应 力 的 反复 作用 下 ,裂纹 逐渐 扩展 ,裂纹 两 边 的 材料 时 而 分 离 ,时 而 挤 压 ,逐渐 形成 了 断口 的 
光滑 区 。 随 着 裂纹 的 继续 扩展 ,构件 有 效 截 面 逐 渐 削 弱 . 当 削弱 到 一 定 程度 时 ,构件 便 突 然 
断裂 ,形成 断口 的 粗糙 区 。 

可 见 ,疲劳 破坏 通常 就 是 在 交 变 应 力 的 作用 下 疲劳 裂纹 的 形成 .扩展 及 最 后 脆 断 的 全 
过 程 。 

疲劳 破坏 通常 是 在 事先 没有 明显 预兆 的 情况 下 突然 发 生 的 ,往往 造成 严重 损失 。 因 此 ， 
对 在 交 变 应 力 下 工作 的 构件 进行 疲劳 强度 计算 是 非常 必要 的 。 

本 章 主 要 介绍 材料 及 构件 在 交 变 应 力作 用 下 的 疲劳 强度 指标 与 计算 方法 ,讨论 提高 构 
件 抵抗 疲劳 破坏 能 力 的 途径 。 


12.2 交 变 应 力 的 循环 特征 、 应 力 幅 和 平均 应 力 


图 12-4 表示 一 个 交 变 应 力 与 时 间 关系 曲线 。 若 以 owx 和 cm 分 别 表 示 一 个 应 力 循环 中 
的 最 大 和 最 小 应 力 , 则 比值 
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图 12-4 


r = mi (12-1) 


Omax 


FRAI ZEZE DEJI И 821 be ERA IRE E ЕЖ KIR 35 ЛЕ Л JJ ТЕ — A ЛУ JJ AIR P ЛУ 7) EE EAE 
的 程度 。 最 大 应 力 与 最 小 应 力 的 代数 平均 值 , 称 为 平均 应 力 ,用 o 表示 , 即 


On 一 Lcon + onn) (12-2) 


平均 应 力 om 为 交 变 应 力 中 的 静 应 力 部 分 。 最 大 应 力 与 最 小 应 力 代数 差 的 一 半 称 为 应 力 幅 ， 
Я] oa 表示 , 即 


Oa = (Omax — Omin ) (12-3) 


1 
2 
应 力 幅 о, 为 交 变 应 力 中 的 动 应 力 部 分 。 上 述 参 数 不 随 时 间 改 变 的 交 变 应 力 称 为 等 幅 交 变 
应 力 , 反 之 称 为 变 幅 交 变 应 力 。 

在 交 变 应 力 中 , 若 Omax Pl om 等 值 反 号 , 即 co 一 一 can( 图 12-5 Ca) ) ,这 种 情况 称 为 对 称 
循环 ,这 时 

r =— 1,0» = 0.6, = Omax 

若 应 力 循 环 中 最 小 应 力 Omin = 0 (Ë 12-5(b)), 则 称 为 脉动 循环 ,其 应 力 比 r=0。 
图 12-1 所 示 齿 根 处 弯曲 交 变 应 力 即 为 脉动 循环 。 静 应 力也 可 以 看 作 是 交 变 应 力 的 特例 ， 
ЗН, "=1,0. =0 „бах = Omin = Om (Я 12-5(с)). 


= 


(а) (b) (с) 
图 125 


除 对 称 循 环 外 ,其 他 应 力 循环 统称 为 非 对 称 循 环 。 由 式 (12-2) 和 式 (12-3) 可 知 
Omax = Om ба» Omin = Om — ба (12-4) 
可 见 , 任 一 非 对 称 循环 都 可 以 看 作 是 静 应 力 oo 与 幅度 为 o。 IJJ TERI КА И Е 
以 上 概念 同样 适用 于 交 变 切 应 力 ,只 需 将 a ВОН г 即 可 。 
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12.3 材料 的 持久 极限 


在 交 变 应 力 下 , 当 最 大 应 力 低 于 材料 静 载荷 下 的 屈服 极限 时 ,就 可 能 发 生 疲 劳 破坏 , 因 
此 ,材料 在 静 载荷 下 的 强度 指标 已 不 能 作为 疲劳 强度 计算 的 依据 。 必 须 重新 确定 材料 在 交 
变 应 力作 用 下 的 强度 指标 。 试 验 表明 ,应 力 循环 中 的 最 大 应 力 越 大 ,疲劳 破坏 前 经 历 的 循环 
次 数 越 少 ; 反之 ,最 大 应 力 越 小 ,经 受 的 循环 次 数 就 越 多 。 当 最 大 应 力 减 小 到 某 一 临界 值 
后 , 试 件 就 可 以 经 受 无 限 次 应 力 循环 而 不 发 生 疲 劳 破坏 ,这 一 最 大 应 力 的 临界 值 称 为 材料 的 
持久 极限 或 疲劳 极限 。 持 久 极 限 就 是 交 变 应 力 下 材料 的 极限 应 力 。 材 料 的 持久 极限 以 符号 
о, (т, 表示 ,下 标 r 是 循环 特征 。 例 如 o-1 表 示 材 料 在 对 称 循环 下 的 持久 极限 。 试 验 表 明 ， 
材料 在 对 称 循环 下 的 持久 极限 最 低 , 而 且 已 知 对 称 循环 下 材料 的 持久 极限 后 ,还 可 以 求 出 材 
料 在 非 对 称 循环 下 的 持久 极限 。 所 以 ,对称 循环 下 的 持久 极限 是 衡量 材料 疲劳 强度 的 基本 
指标 。 

各 种 材料 的 持久 极限 与 循环 特征 有关 ,同时 与 构件 的 变形 形式 有 关 。 材 料 在 对 称 循 
环 下 的 持久 极限 ,通常 在 弯曲 疲劳 试验 机 上 测定 。 

将 同一 材料 加 工 成 直径 为 7 一 10mm 表面 磨 光 的 标准 试 件 ,这 种 试 件 称 为 光滑 小 试 件 。 
每 组 试 件 约 10 RERA ,将 试 件 装 在 如 图 12-6 所 示 的 疲劳 试验 机 上 ,使 其 承受 纯 弯 曲 。 由 图 
可 见 , 试 件 中 间 部 分 即 为 弯曲 变形 。 横 截面 上 的 最 大 应 力 为 
M ғ 


бә “іу” W 
当 试 验 机 开动 时 , 试 件 也 随 之 转动 ,受到 对 称 循环 交 变 应 力 的 作用 , 交 变 应 力 的 循环 次 数 可 
通过 计数 器 读 出 。 


м! 


чү 


图 126 


试验 时 ,使 第 一 根 试 件 的 o... BERS o АА Е ЕВЕ о, 的 70% ,经 历 N, 次 循环 后 试 件 断 
Ж.М, 称 应 力 为 cusa 时 的 疲劳 寿命 (简称 寿命 )。 然 后 降低 下 值 使 第 二 根 试 件 的 тш. MAE 
于 cosxa* 测 出 第 二 根 试 件 断 裂 时 的 循环 次 数 N. 。 这 样 , 按 同样 的 方法 逐渐 降低 最 大 正 应 力 
的 数值 ,得 出 各 试 件 的 疲劳 寿命 。 以 cos* 为 纵 坐标 ,N 为 横 坐标 ,将 试验 结果 描 成 一 条 曲线 ， 
称 为 疲劳 曲线 (应 力 -寿命 曲线 ) 或 S-N 曲线 ,如 图 12-7 所 示 。 

由 疲劳 曲线 可 以 看 出 , 试 件 在 断裂 前 所 能 经 受 的 循环 次 数 随 cms 之 减 小 而 增加 , 当 应 力 
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降 到 某 一 极限 值 时 ,疲劳 曲线 趋 近 于 水 平 线 。 这 表 
明 只 要 应 力 不 超 过 这 一 极限 值 ,N 可 无 限 增 大 ,水 
平 渐 近 线 的 纵 坐标 就 是 材料 的 持久 极限 。 

常温 下 的 试验 结果 表明 ,对 于 钢 和 铸铁 等 黑色 
金属 材料 ,如 经 历 10 次 应 力 循 环 后 ,尚未 断裂 , 则 
可 以 认为 再 增加 循环 次 数 试 件 也 不 会 疲劳 破坏 。 
所 以 ,通常 就 把 N, =10' 称 为 循环 基数 。 把 N. 对 
应 的 最 大 正 应 力作 为 材料 的 持久 极限 。 

某 些 有 色 金 属 及 其 合金 ,其 疲劳 曲线 并 不 明显 地 趋 于 水 平 ,对 于 这 类 人 金属 通常 规定 一 个 
循环 基数 ,例如 取 № = 10° ,与 此 循环 基数 对 应 的 最 大 应 力作 为 这 类 材料 的 “条 件 持 久 
极限 。 

大 量 的 试验 结果 表明 ,钢材 在 对 称 循环 下 的 持久 极限 与 静 载 荷 强度 极限 mw 之 间 大 致 关 
系 如 下 : 


图 12-7 


弯曲 o-1=(0.42~0. 46)0, 
ИАА о-у = (0. 327—0. 37)оь 
扭转 т-1 = (0. 257—0. 27)оь 


在 缺少 疲劳 试验 数据 时 ,上 述 关 系 可 作为 粗略 估算 材料 持久 极限 的 参考 。 


12.4 影响 构件 持久 极限 的 主要 因素 


材料 的 持久 极限 一 般 是 由 光滑 小 试 件 测定 的 ,但 实验 表明 ,实际 构件 的 持久 极限 与 材料 
的 持久 极限 不 同 , 它 不 仅 与 材料 性 能 有 关 , 而 且 与 构件 的 外 形 、 尺 寸 、 表 面 质量 、 工 作 环 境 等 
因素 有 关 。 下 面 讨论 影响 对 称 循环 下 构件 持久 极限 的 几 种 主要 因素 。 


12.4.1 构件 外 形 的 影响 


由 于 结构 及 工艺 要 求 , 构 件 的 外 形 常 有 轴 肩 、 键 、 槽 .小 孔 和 缺口 等 ,这 些 构件 外 形 的 突 
然 变化 会 引起 局 部 的 应 力 集中 。 在 应 力 集中 区 域 , 局 部 的 应 力 很 大 ,在 较 低 的 载荷 下 就 会 出 
现 疲劳 裂纹 ,并 不 断 扩展 ,从 而 使 构件 的 持久 极限 明显 降低 。 

应 力 集中 对 构件 持久 极限 的 影响 是 用 有 效应 力 集中 因数 表示 的 。 设 没有 应 力 集中 小 试 
件 的 持久 极限 为 0-1 ,同样 尺寸 有 应 力 集中 的 试 件 的 持久 极限 为 (co-1), 则 比值 


= “a = 
К. = (52, (12-5) 


称 为 有 效应 力 集中 因数 。 显 然 有 效应 力 集中 因数 大 于 1, 它 与 构件 的 几何 形状 及 材料 性 质 
有 关 。 交 变 切 应 力 的 有 效应 力 集中 因数 


(riy; 
工程 中 为 方便 使 用 ,将 有 效应 力 集中 因数 的 实验 数据 整理 成 曲线 ,如 图 12-8 ж. "4 
轴 上 有 螺纹 、 键 槽 、 花 键 槽 及 横 孔 时 ,有 效应 力 集中 因数 可 查 表 12-1. 
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1.80 Tb = 700МРа: | 


0 002 004 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 
ка 
(e) 


图 12-8( 续 ) 


表 12-1 螺纹 、 键 槽 、 花 键 槽 及 横 孔 处 的 有 效应 力 集中 因数 


4 
ni 
C (2-0 
% | JER: р Я 
АЖ (ЛМ) B 才 ИЛ) 
键 槽 花 键 жя. 
о/м | SEK е |ю ñ = к к 
Ы лз |ва laa ЖЕ | 渐 开 线 | 4/а= %/4- 4%/а= 
ЖӘ, | Е 0.05--0.15|0.15--0.25 0.05--0.25 
400 1.45 |1.51 | 1.30 | 1.20 | 1.35 | 2.10 | 1.40 1.90 1.70 1.70 
500 1.78 |1.64 | 1.38 | 1.37 | 1.45 | 2.25 | 1.43 1.95 1.15 1.75 
600 1.96 |1.76 | 1.46 | 1.54 | 1.55 | 2.35 | 1.46 2. 00 1. 80 1.80 
700 2.20 |1.89|1.54|1.71| 1.60 | 2.45 | 1.49 2. 05 1. 85 1. 80 
800 2.32 |2.01 | 1.62 | 1.88 | 1.65 | 2.55 | 1.52 2.10 1.90 1. 85 
900 2.47 | 2.14 | 1.69 | 2.05 | 1.70 | 2.65 | 1.55 2.15 1.95 1.90 
1000 2.61 2.26 | 1.77 | 2.22 | 1.72 | 2.70 1.58 2.20 2.00 1.90 
1200 2.90 |2.50 | 1.92 | 2.39 | 1.75 | 2.80 | 1.60 2.30 2.10 2.00 


12.4.2 构件 尺寸 的 影响 


试验 表明 , 随 着 构件 横 截面 尺寸 的 增 大 ,其 持久 极限 相应 降低 。 这 是 由 于 构件 绝对 尺寸 
大 ,包含 的 杂质 缺陷 也 较 多 ,因而 其 疲劳 裂纹 也 容易 产生 和 扩展 。 构 件 尺 寸 大 小 的 影响 用 
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尺寸 因数 e 表示 , 它 是 光滑 大 试 件 的 持久 极限 (o_1) 或 (r_1)4 与 同样 几何 形状 的 光滑 小 试 
件 的 持久 极限 c-;: 或 =- 的 比 , 即 


є, = i e, (тада (12-6) 
6-1 Ea 
尺寸 因数 e 的 值 小 于 1, 其 数值 可 从 有 关 设 计 手 册 中 查 出 。 表 12-2 给 出 了 常用 钢材 的 
尺寸 因数 。 
表 12-2 尺寸 因数 
直径 d/mm 2>20--30 2>30--40 2>40--50 2>50--60 >60—70 
碳 钢 0.91 0.88 0.84 0.81 0.78 
Ё 合金 钢 0.83 0.77 0.73 0.70 0.68 
ee, 各 种 钢 0. 89 0.81 0.78 0.76 0.74 
直径 d/mm 2>70--80 >80—100 | >100--120 | >>120--150 | >>150--500 
碳 钢 0.75 0.73 0.70 0. 68 0. 60 
合金 钢 0.66 0.64 0.62 0.60 0.54 
se, 各 种 钢 0.73 0.72 0.70 0. 68 0. 60 


12.4.3 构件 表面 质量 的 影响 


疲劳 破坏 一 般 起 源 于 构件 的 表面 ,因此 构件 表面 粗糙 度 和 加 工 质量 对 疲劳 强度 有 很 大 
影响 。 实 验 表明 ,构件 表面 粗糙 度 越 差 ,构件 的 持久 极限 越 低 。 这 是 因为 一 般 情况 下 ,构件 
的 最 大 应 力 发 生 于 表层 ,疲劳 裂纹 也 多 于 表层 生成 ,表面 加 工 粗糙 、 刻 痕 、 损 伤 等 将 引起 应 力 
集中 ,从 而 降低 构件 的 持久 极限 。 

构件 表面 的 加 工 质量 对 持久 极限 的 影响 用 表面 质量 因数 8 表示 , 它 是 对 称 循 环 下 不 同 
表面 质量 的 试 件 持久 极限 (c-i)s 与 光滑 小 试 件 持久 极限 -的 比值 , 即 


B= Е (12-7) 
— 


当 构件 表面 质量 低 于 光滑 小 试 件 时 ,8<1; Ңң {ЖЕШ Ж {ЕЛЕ 82-1. ЖА ЖЕШИН 
度 的 8 值 及 各 种 强化 方法 的 8 值 见 表 12-3 和 表 12-4。 
#123 不 同 表 面 粗糙 度 的 表面 质量 因数 有 


о,/МРа 
аза " * 400 800 1200 
磨 前 0.4~0.2 1 1 1 
车 前 3.2~0.8 0.95 0.90 0. 80 
粗 车 2.5--6.3 0.85 0.80 0.65 
未 加 工 的 表面 0.75 0.65 0.45 
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表 12-4 各 种 强化 方法 的 表面 质量 因数 有 


B 
强化 方法 назан 低 应 力 集中 的 轴 | 高 应 力 集中 的 轴 
b. a 光 轴 
К.<1.5 К.>1.8—2 
600—800 1.5—1.7 1.6—1.7 2.4—2.8 
кин 800-1000 1.3—1.5 
所 化 900—1200 1.1--1.25 1.5--1.7 1.7—2.1 
400—600 1.8—2.0 3 
渗 碳 700~800 1.4~1.5 
1000~1200 1.2~1.3 
喷 丸 硬化 600~1500 1.1—1.25 1.5—1.6 1.7—2.1 
滚 子 滚 压 600—1500 1.1--1.3 1:3--1,5 1.6--2.0 


除 上 述 三 种 主要 因素 外 ,还 有 一 些 因素 ,如 周围 介质 对 构件 的 腐蚀 、 某 些 加 工 工艺 所 造 
成 的 残余 应 力 等 ,对 构件 的 持久 极限 都 有 一 定 的 影响 ,此 处 不 再 袭 述 ,读者 可 查阅 有 关 设 计 
手册 。 

12.4.4 对 称 循环 下 构件 的 持久 极限 
综 上 所 述 , 对 称 循环 下 考虑 构件 的 外 形 .尺寸 及 表面 质量 时 ,构件 的 持久 极限 为 


в, = Б (12-8а) 
“- ай), (12-8b) 


12.5 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 计算 


12.5.1 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


在 对 称 循环 下 ,构件 的 疲劳 强度 条 件 仍然 和 静 荷 问题 中 的 强度 条 件 一 样 。 若 规定 的 安 
全 因数 为 n, 则 许 用 应 力 为 


[n] = 2 
n 
构件 的 强度 条 件 为 
а. Su = Es (a) 
n 
也 可 把 疲劳 强度 条 件 写 成 安全 因数 的 形式 , 即 令 
п; = = (b) 
Omax 


为 构件 的 工作 安全 因数 , 则 强度 条 件 (a) 写 为 
п. >n (c) 


将 式 (12-8a) 代 入 式 (b)、(c) 中 得 
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п. = K, =n (12-9a) 
= 
对 于 扭转 交 变 应 力 ,强度 条 件 应 为 
n =- >n (12-9b) 
ере 


【 例 12-1] 一 转动 的 空心 圆 轴 AB 如 图 12-9(a) 所 示 , 力 下 的 大 小 及 方向 均 不 变化 。 
堵 头 ЕВ 的 尺寸 如 图 12-9(b) 所 示 , 材 料 为 碳 钢 ,0, = 700МРа.0%, =300MPa, Е 截面 只 
有 弯曲 变形 , 弯 矩 M=3.3X10'N + m。 规 定安 全 因数 n=1. 8, 试 校 核 巨 截面 处 的 强度 。 


解 : E 截面 为 纯 弯曲 的 对 称 循环 交 变 应 力 ,应 按 公 F 


F 
式 12-9(a) 进 行 校 核 。 = | “1 A, 
(1) 各 种 因数 “ES | 
阶梯 形 截面 尺寸 为 
D = 160mm,d = 85mm,r = 5mm 
有 效应 力 集中 因数 ko: 
由 才 一 高 一 0. 059,7 = 1. 88, 由 图 12-8(c) 查 得 
K,=1.82, 


尺寸 因数 : 由 表 12-2 查 得 e =0.72. 
表面 质量 因数 : 由 оъ = 700МРа, ЖӚНЖЕНЕ 1. 6, 查 


得 8=0. 92. 
» 6 
(2) 计算 村 曲 工作 应 力 cow 一共 一 一 23X10 X32 
х 3 пх 85 
32 


54. 7(MPa) 


(3) 疲劳 强度 校 核 


6-1 300 
n, 1.82 2.0>п-1.8 


Әң 00720198 X 54.7 


所 以 疲劳 强度 足够 。 
12.5.2 非 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


非 对 称 循环 时 的 最 大 应 力 o6。x 可 以 看 作 由 静 应 力 o 与 对 称 循环 的 应 力 幅 o, 全 加 而 成 。 
实验 表明 ,应力 集中 、 构 件 尺寸 和 表面 质量 只 对 构件 的 应 力 幅 有 影响 ,而 对 于 静 应 力 部 分 的 
平均 应 力 o 无 影响 。 因 此 对 于 应 力 幅 按 式 (12-9) 处 理 , 对 于 静 应 力 部 分 则 引入 一 个 与 材料 
性 质 有 关 的 敏感 因数 y。 于 是 非 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 为 


n, 一 = >п (12-10а) 
ев F фе 

п, = к?" (12-10) 
F фть 
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ЖЗ 9,.9, 可 从 表 12-5 查 得 。 
表 12-5 材料 的 敏感 因数 


oo/MPa 
因数 
350—500 500—700 700—1000 1000—1200 1200—1400 
% 0 0.05 0.1 0.2 0.25 
Ф. 0 0 0. 05 0.1 0. 15 


当 循 环 特征 接近 1 时 ,对 塑性 材料 制 成 的 构件 ,将 首先 发 生 届 服 破坏 , 故 应 校 核 届 服 
强度 , 即 


о, 
Omx < — 
n 


将 上 式 写 成 用 安全 因数 表达 的 静 强 度 条 件 为 


Os 


>п, (12-11a) 


п = 
тах 


对 于 切 应 力 有 
n, = >n, (12-11b) 


Tmax 
式 中 n, 和 xx 为 届 服 破坏 的 安全 因数 。 
因此 ,对 于 0 志和 1 的 构件 ,应 同时 按 式 (12-10) 和 式 (12-11) 进 行 强度 校 核 。 


【 例 12-2] 试 校 核 如 图 12-10 所 示 振 动 式 落 砂 机 的 工作 轴 强 度 。 此 轴 上 安装 两 个 偏 
心 重 块 ,重量 G = 1. 6kN, 轴 转动 时 重 块 的 离心 力也 二 2. 1EN。 材 料 为 45 М, а, = 
650MPa,o_1 二 350MPa, 材 料 敏感 因数 0, = 0. 20, 轴 径 d 二 60mm, 螺 栓 孔 径 do =15mm, 
规定 的 安全 因数 n= 二 2.0,n, 二 1.8, 轴 表面 经 磨 前 加 工 。 


解 : (1) 轴 的 内 力图 

当 重 块 转 到 图 12-10(a) 位 置 时 , 力 С.Н 都 向 下 ,此 时 载荷 下 ==1. 6 十 2.1 二 3.7(kN), 轴 
的 弯 矩 图 如 图 12-10(c) 所 示 。 当 轴 从 图 12-10(a) 位 置 转 过 180° 时 , 力 G、H 反 向 ,此 时 载荷 
F=2.1—1. 6 二 0.5(kN), 轴 的 弯 矩 图 如 图 12-10(d) 所 示 , 这 样 轴 在 转动 过 程 中 弯 矩 在 
1.48EN。m 和 一 0. 2kN + m 之 间 交 替 变 化 。 

(2) 重 块 处 截面 的 抗 弯 截面 系数 W. 

重 块 处 截面 (图 12-10(b)) 可 看 成 是 一 圆 形 截 面 内 去 掉 算 形 (螺栓 孔 ) 得 到 的 ,矩形 高 度 


h = /4%— di = V60 — 15? = 58. 1(mm) 


惯性 矩 
ndt _ doh? x 4 1 Жы х 103 4 
1. = 9 = Z X 60 — 1. X 15 X 58. 1° = 391 Х 10° (mm) 
ІШ Ж 
‚103 
w, = J = 391 10° _ уз 5х 102(mm°) 


h 1 
2 > Х58.1 
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M м 
1480N.m 
-- 一 
x Ө x 
200N-m 
(с) (4) 
图 12-10 


(3) 危险 点 A 的 工作 应 力 
当 轴 在 图 12-10(a) 所 示 位 置 时 , 穿 过 螺栓 的 截面 最 下 点 A 承受 最 大 的 拉 应 力 , 即 


Мы 1.48 Х 10° 
И. 13.5 х 10° х 10° 


当 轴 转 过 180 "时 ,A 点 转 到 最 上 面 ,此 时 承受 最 小 的 拉 应 力 , 即 


109. 6 X 10° (Pa) = 109. 6(MPa) 


М, 0.2х 10° в 
in = = = 14.8 x ) = 14. 8(MPa) 
Omin W, 13.5 X 10° X107 14. 8 X 10° (Pa 14. 8(MPa 
= Imn — 14.8 _ 0 135 
пое е 
on = б 十 cun _ 109.6+ 14.8 _ 62. 2(МРа) 
2 2 
о, = m — Omin — 109.6 —14.8 _ 47 4(Мра) 
2 2 
因此 ,A 点 承受 非 对 称 交 变 应 力 。 
(4) 确定 因数 К, се, В 
19 =, 25, оъ = 650МРа. M X 12-1 查 得 K, = 1. 825; № d = 60mm, o, = 


650MPa, 从 表 12-2 查 得 s,=0.78; № оъ =650МРа, МЖ 12-3 查 得 В=1. 
(5) 疲劳 强度 校 核 


Ë 
n =i 350 2.64 > n 


K, 1.325. 、 
СВ" 078 1247-4 + 0.2 X 62.2 
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所 以 ,疲劳 强度 足够 。 

(6) 静 强 度 校 核 
„= 2 == 一 一 = 3.28 > n, 

静 强 度 的 条 件 满足 。 


12. 5.3” 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


实验 表明 , 静 载 下 由 强度 理论 得 到 的 弯 扭 组 合 变形 下 的 强度 条 件 , 可 以 近似 地 推广 到 对 
称 循环 弯 扭 组 合 交 变 应 力 下 的 情况 。 
按照 第 三 强度 理论 ,构件 在 弯 扭 组 合 变形 时 的 静 强 度 条 件 为 


Малы T A < 2 


将 上 式 两 边 平方 并 除 以 吧 , 把 = 一 一代 入 ,得 


HPH о, ут, п, H oi sth n Қ.Ж 
1 1 1 


ЕЗ т E Sy 
Omax Tmax 


比值 于 :、 芝 :表示 壹 遇 扭转 对 称 循环 下 的 工作 安全 因数 , 即 


略 作 整 理 得 


将 上 式 左 端 记 为 we ,作为 构件 的 工作 安全 因数 , 则 弯 扭 组 合 对 称 循 环 下 的 疲劳 强度 条 件 为 


|. = — > (12-12) 
п, яр + n 

当 弯 扭 组 合 为 不 对 称 循 环 时 , 仍 可 用 上 式 计 算 , 但 此 时 и, оп, 由 式 (12-10) 求 得 。 

【 例 12-3] 阶梯 轴 尺 寸 如 图 12-11 所 示 ,材料 为 合金 钢 , 经 磨 削 加 工 而 成 。 已 知 o, = 
900МРа,в_, = 410МРа, т-у = 240МРа. (ЕЖ Т E ЙО 25 Я: 2 (И F — 10003 • т 到 
1000N + m 之 间 ,扭转 变化 于 0 到 1500N + m 之 间 , 规 定 的 安全 因数 n= 二 2。 试 校 核 该 轴 的 
疲劳 强度 。 


解 : (1) 计算 轴 的 工作 应 力 


М. _ 32M, 32 x 1000 š 
так max 81. 3 X 10° Ра) = 81. 3(MPa) 
бак = W, zd? их 50 Х 10? ` š 
Mas, — 32882 --32 X 1000 81.3 X 10° (Pa) =— 81. 3(MPa) 


бан “уу та: x X 50° X 10° 
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r= % 一 一 1 
Omax 
交 变 扭转 切 应 力 及 循环 特征 
Тон 1635. 16 X 1500 
ач W, таз x X 50° X 10° 
= 61 X 105 (Pa) 
= 61(MPa) 
Төп 0 
г-0 
r, = ta = ы = Êl = 30.5(MPa) 
(2) 确定 各 种 因数 
根据 卫 一 60 一 1.2, 二 一 瑟 一 0.1, 由 图 12-8(b) 查 得 太一 1.55, 由 图 12-8(e) 查 得 天. 一 
d 50 d 50 e = 


1.24; 由 d=50mm,o,=900MPa, МЖ 12-2 #49 є,=0. 73,є,=0. 78, Н 12-3 查 得 В=1; 
对 合金 钢 取 4.50.1. 
(3) 计算 弯曲 和 扭转 工作 安全 因数 


弯曲 正 应 力 是 对 称 循环 , 故 
п, = = 20 2.38 
K, 1. 5558р 3 
28°“ 073х181 
扭转 切 应 力 是 脉动 循环 , 故 
n= ги шер 4.66 
базы. орет 30.5 +0.130,5 
(4) 计算 弯 扭 组 合 交 变 应 力 安 全 因数 
Ра пт: 2.38 X 4. 66 , 2 


ns Fn: 2. 38? + 4. 66° 
满足 疲劳 强度 条 件 。 


12.6 SELES 


前 面 讨论 的 都 是 应 力 幅 和 平均 应 力 保持 不 变 的 交 变 应 力 , 即 常 幅 稳定 交 变 应 力 。 这 种 
情况 下 只 要 最 大 应 力 不 超过 构件 的 疲劳 极限 ,就 不 会 发 生 疲劳 破坏 。 然 而 在 有 些 情 况 下 ,如 
行驶 在 崎 虹 路 面 的 汽车 、 受 率 影 响 的 飞机 等 ,其 载荷 是 随机 的 ,应 力 不 能 保持 不 变 , 而 且 随 时 
间 的 变化 不 规则 ,变动 中 的 高 应 力 还 常 超出 持久 极限 。 这 时 仍 以 最 大 应 力 低 于 疲劳 极限 作 
为 安全 判 据 显 然 是 不 合理 的 。 在 许多 情况 下 ,高 应 力 的 循环 次 数 远 低 于 低 应 力 的 循环 次 数 ， 
而 在 确定 的 应 力 幅 下 ,发 生 疲劳 破坏 需要 一 定量 的 应 力 循环 次 数 ,超过 疲劳 极限 的 高 应 力 ， 
若 循环 次 数 较 少时 ,不 一 定 会 引起 疲劳 破坏 。 

针对 上 述 情况 ,近代 损伤 累积 的 理论 认为 , 当 应 力 高 于 构件 的 持久 极限 时 ,每 一 应 力 循 
环 都 将 使 构件 受到 损伤 ,损伤 累积 到 一 定 程度 , 便 将 引起 疲劳 破坏 。 
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工程 上 广泛 采用 线性 累积 损伤 理论 , 它 的 基本 假设 是 各 级 交 变 应 力 引起 的 疲劳 损伤 可 
以 分 别 计算 ЖАН ТЕЛ. 

首先 将 图 12-12(a) 所 示 变 幅 交 变 应 力 的 应 力 谱 进行 整理 ,将 其 简化 为 由 若干 级 常 幅 交 
变 应 力 组 成 的 周期 性 应 力 谱 , 如 图 12-12(b) 所 示 。 设 各 级 常 幅 交 变 应 力 的 最 大 值 分 别 是 
,02，,… ,04， 均 未 超过 构件 的 持久 极限 ,在 每 一 周期 内 各 级 交 变 应 力 的 循环 次 数 分 别 为 m， 
пзе sn4，, 构 件 在 此 种 应 力 谱 的 作用 下 达到 破坏 的 周期 数 为 +。 如 果 构 件 在 常 幅 交 变 应 力 о, 


作用 下 的 寿命 为 Ni , 则 o, 每 循环 一 次 对 构件 造成 的 损伤 为 Ai 。 构件 在 o 作用 下 总 共 经 历 


T àm 次 循环 ,因此 m 对 构件 造成 的 损伤 为 和 +。 


оти, ВЛЕЗИ ВВ УЯНУ ЗН Н. 当 各 级 交 变 应 力 对 构件 引起 的 损伤 之 和 等 于 1 时 ， 


发 生 疲 劳 破 坏 。 故 疲劳 强度 条 件 为 


同 理 可 知 ,cs,…',as 对 构件 造成 的 损伤 为 ， 


k 
АУТ | (12-13) 


oh 


实验 表明 аи KE 一 般 不 等 于 1。 这 是 因为 前 面 的 应 力 循环 会 影响 后 继 应 力 循环 造成 的 损 


伤 ,而 后 继 应 力 循 环 也 会 影响 前 面 形成 的 损伤 ， 这 些 相互 依赖 的 关系 相当 复杂 ,现在 并 不 清 
楚 . 但 线性 累积 损伤 理论 由 于 简单 直观, 所 以 广泛 用 于 有 限 寿命 的 估算 。 


12.7 提高 构件 疲劳 强度 的 措施 


疲劳 柳 纹 主要 位 于 应 力 集中 的 部 位 和 构件 表面 。 提 高 构件 疲劳 强度 应 从 降低 应 力 集中 
等 影响 持久 极限 的 主要 因素 着 手 。 

首先 ,在 结构 上 应 采用 合理 的 设计 ,以 尽 可 能 减缓 应 力 集中 的 影响 。 例 如 设计 构件 外 形 
时 ,尽量 避免 出 现 方形 或 带 尖 角 的 孔 和 槽 。 在 构件 截面 急剧 改变 处 ,应 尽 可 能 采用 较 大 的 过 
渡 圆 角 半 径 。 有 时 因 结 构 上 的 原因 ,难以 加 大 过 渡 圆 角 的 半径 ,这 时 在 直径 较 大 的 部 分 轴 上 


材料 力学 


开 减 荷 槽 (图 12-13) 或 退 刀 槽 (图 12-14) ,都 可 使 应 力 集中 明显 减弱 。 
ян 


15 


图 12-13 В 12-14 


其 次 ,提高 表面 粗糙 度 , 降 低 表 层 应 力 集中 ,也 是 提高 构件 疲劳 强度 的 一 个 有 效 措施 。 
对 于 高 强度 钢材 ,由 于 其 对 应 力 集中 比较 敏感 ,更 应 保证 构件 表面 有 较 高 的 粗糙 度 。 

此 外 ,工程 上 还 通过 一 些 工艺 措施 来 提高 构件 表面 质量 。 为 了 强化 构件 的 表层 ,可 采用 
热处理 (如 表面 浏 火 \ 渗 碳 、 渗 所 等 ) 及 表面 强化 (如 表面 深 压 、 喷 丸 等 ) ,它们 都 使 构件 表面 形 
成 一 层 预 压 应 力 层 ,从 而 达到 提高 疲劳 强度 的 目的 。 


思考 题 


12-1 试问 交 变 应 力 下 材料 发 生 破坏 的 原因 是 什么 ? 它 与 静 载 荷 下 的 破坏 有 何 区 别 ? 

12-2 构件 承受 反复 变化 的 交 变 应 力作 用 会 发 生 疲劳 破坏 。 人 们 经 常用 两 手 上 下 折 
扳 一 根 铁丝 ,经 过 儿 次 反复 折 扳 ,可 把 铁丝 折 成 两 半 ,铁丝 的 这 种 破坏 是 疲劳 破坏 吗 ? 

12-3 若 一 个 构件 发 生 破坏 ,有 什么 简单 方法 可 判断 构件 是 否 是 疲劳 破坏 ? 

12-4 如 何 由 试验 测 得 应 力 一 寿命 曲线 与 材料 疲劳 极限 ? 

12-5 材料 的 疲劳 极限 与 构件 的 疲劳 极限 有 何 区 别 ? 材料 的 疲劳 极限 与 强度 极限 有 
何 区 别 ? 

12-6 带 有 小 圆 孔 的 薄 壁 圆 简 ,在 反复 扭转 力 偶 的 作用 下 ,试问 为 什么 疲劳 裂纹 的 扩 
展 方向 往往 如 图 所 示 ? 

12-7 在 对 称 \ 非 对 称 循环 及 弯 扭 组 合 交 变 应 力作 用 下 ,如 何 进行 构件 的 疲劳 强度 
计算 ? 

12-8 线性 累积 损伤 理论 的 基本 假设 是 什么 ? 

12-9 图 示 阶 梯 圆 轴 在 工作 中 承受 交 变 应 力 , 试 从 圆 轴 疲劳 强度 的 角度 出 发 ,对 该 轴 
的 设计 提出 一 些 合理 的 改进 意见 。 


思考 题 12-6 图 思考 题 12-9 图 


习题 


12-1 一 发 动机 连 杆 的 横 截 面 面 积 A = 2. 83 Х 105mm2 ,在 汽缸 点 火 时 , 连 杆 受到 轴 向 
压力 520kN, 当 吸 气 开始 时 ,受到 轴 向 拉力 120kN , 试 求 连 杆 的 应 力 循环 特征 、 平 均 应 力 及 
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应 力 幅 。 

12-2 火车 轮轴 受 力 情况 如 图 所 示 。a=500mm,! 王 1435mm。 轮 轴 中 段 直径 d= 
15cm。 若 Е=5ОКМ , 试 求 轮轴 中 段 截面 边缘 上 任 一 点 的 最 大 应 力 、. 最 小 应 力 、 循 环 特征 ,并 
作出 o-t 曲线 。 


题 12-1 图 


12-3 阶梯 轴 如 图 所 示 。 材 料 为 铬 钊 合金 钢 ,m = 920МРа, о-у = 420МРа, гу = 
250MPa。 轴 的 尺寸 : d= 二 40mm,D= 二 50mm,r 二 5mm。 求 弯曲 和 扭转 时 的 有 效应 力 集中 因 
数 和 尺寸 因数 。 

12-4 ”图 示 钢 轴 , 承 受 对 称 循环 弯曲 应 力作 用 。 钢 轴 分 别 由 合金 钢 和 碳 钢 制 成 。 碳 钢 
的 强度 极限 mw 一 200MPa, 合 金 钢 的 强度 极限 o 二 700MPa。 两 根 试 件 均 经 粗 车 制 成 。 若 规 
定 的 安全 因数 "一 2, 试 计算 两 根 钢 轴 的 许 用 应 力 [c-,] ,并 进行 比较 。 


题 12-3 图 


12-5 图 示 阶 梯形 圆 轴 , 粗 细 两 段 的 直径 分 别 为 D=50mm.d=40mm., [Йй] fh 48 r= 
5mm。 材 料 为 合金 钢 ,oo = 900MPa,o-1 = 400MPa。 圆 轴承 受 对 称 循环 交 变 弯 矩 М = 
土 450N。m, 规 定 的 安全 因数 n 二 2。 试 校 核 此 轴 的 疲劳 强度 。 

12-6 ”图 示 阶 梯形 圆 截 面 轴 ,危险 截面 A 一 A 的 内 力 为 对 称 循环 交 变 扭矩 ,最 大 值 为 
1. ОКМ • m。 轴 表面 经 精 车 加 工 , 材 料 的 强度 极限 ось =600МРа, А г_, = 130МРа, $ 
定 的 安全 因数 n= 二 2。 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 


题 12-6 图 


12-7 АЖЕ x] S ЗІН ЛЕ м Л, M OE S ВМ, о, = 520MPa,o-i = 
220MPa ,规定 安全 因数 "一 1.7, 试 分 别 求 当 圆 角 = 1mm 和 r= 5mm НЙ Е SECM]. 
并 进行 比较 。 
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12-8 电动 机 轴 直 径 d= 王 30mm, 轴 上 开 有 端 铣 加 工 的 键 槽 。 轴 的 材料 是 合金 钢 ,m = 
750МРа, ть =400МРа,т, =260МРа,г_, =190МРа. ЖЕ n=750r/min 的 转速 下 传递 功率 
N= 王 20hp(lhp 王 0.735kN。m)。 该 轴 时 而 工作 ,时 而 停止 ,但 无 反 向 旋转 。 轴 表面 经 磨 削 
加 工 。 若 规定 的 安全 因数 п=2,п,=1.5, РИО Е. 


题 12-7 图 题 12-8 图 


12-9 图 示 圆 杆 表 面 未 经 加 工 , 且 因 径 向 圆 孔 而 削弱 。 杆 受到 0 到 Fx 的 交 变 轴 向 力 
作用 。 已 知 材料 为 普通 碳 钢 ,o, 二 600MPa,o, 二 340MPa,o_1 二 200MPa,y 王 0.1, 规 定 的 安 
全 因数 n= 二 1.7,n, 二 1.5, 试 求 最 大 载荷 。 

12-10 #4 D=50mm,d=40mm 的 阶梯 轴 , 受 交 变 弯 矩 和 扭矩 的 联合 作用 。 圆 角 半 
#8 "一 2mm。 正 应 力 从 50MPa 变 到 一 50MPa; 切 应 力 从 40MPa 变 到 20MPa。 轴 的 材料 为 
碳 钢 ,om 一 550MPa,c_; = 220МРа, т-у = 120МРа, с, = 300МРа, т, = 180MPa, ЖҰЖ „= 
0.1,8=1, 试 求 此 轴 的 工作 安全 因数 。 


题 12-9 图 题 12-10 图 


附录 A 截面 的 几何 性 质 


在 材料 力学 中 ,为 了 计算 构件 在 外 力作 用 下 的 应 力 和 变形 ,需要 涉及 到 一 些 与 构件 的 横 
截面 形状 和 尺寸 相关 的 几何 量 。 例 如 构件 在 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 时 用 到 的 横 截 面 面 积 А, 
面 杆 在 扭转 时 用 到 的 极 惯性 矩 1,, 梁 在 弯曲 时 用 到 的 惯性 矩 I、I:, 以 及 压 杆 稳定 中 计算 杆 
件 柔 度 用 到 的 惯性 半径 i, .i.。 这 些 几何 量 都 从 不 同 侧面 反映 了 截面 的 几何 特征 ,通称 为 截 
面 的 几何 性 质 ,是 确定 构件 承载 能 力 的 重要 因素 。 本 章 集中 介绍 这 些 几何 量 的 定义 和 计算 
方法 。 


А.1 МЕЛІ ІШ 


任意 截面 图 形 如 图 А-1 所 示 , 其 面积 为 A。y 轴 和 < 轴 为 图 形 所 在 平面 内 的 任意 直角 
坐标 轴 。 在 坐标 (y,z) 处 , 取 微 面积 dA, 则 ydA Ж аА 分 别称 为 该 面积 元 素 dA 对 于 > ñH 
和 y 轴 的 静 矩 或 一 次 矩 ,而 遍及 整个 截面 面积 A 的 积分 


$. = | уал, 5, = | ал (A-1) 


分 别 定义 为 该 截面 对 于 x 轴 和 y 轴 的 静 矩 或 面积 矩 。 

从 式 (A-1) 可 知 静 矩 是 对 某 一 坐标 轴 而 言 的 , 它 不 仅 与 截 
面 有 关 , 还 与 坐标 轴 的 位 置 有 关 。 同 一 截面 图 形 对 于 不 同 的 坐 
标 轴 ,其 静 矩 一 般 是 不 同 的 。 静 矩 的 数值 可 能 为 正 、 可 能 为 负 ， 
也 可 能 为 零 。 静 和 矩 的 量 纲 是 [长 度 ], 常 用 单位 为 m 或 mmz 。 

由 理论 力学 的 合力 矩 定理 可 知 , 均 质 等 厚度 薄板 的 重心 在 
yOz 坐标 系 的 坐标 为 

foa ма 


A < A 
而 均 质 薄板 的 重心 与 该 薄板 平面 图 形 的 形 心 是 重合 的 ,所 以 上 式 可 用 来 计算 截面 图 形 (图 
A-1) 的 形 心 坐 标 。 由 于 上 式 中 的 Гоа 和 | zaa 就 是 截面 的 静 矩 ,于 是 利用 式 (A-1) ,可 将 


上 式 改 写 为 


Ус 


x= E, æ=% (A-2) 


因此 , 若 已 知 截面 图 形 的 面积 A 及 其 对 于 < 轴 和 >y 轴 的 静 矩 时 , 即 可 由 上 式 确定 截面 的 形 
DER Ocz). HEERKE H 

5. = усА» S, = zcA (A-3) 
则 已 知 截 面 的 面积 A 及 其 形 心 坐标 yc 、zc 时 , 即 可 按 式 (A-3) 确 定 此 截面 对 于 = 轴 和 > 轴 
УЖЕ. 


> 
< 
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由 式 (A-2) 和 式 (A-3) 可 见 , 若 截面 对 于 某 一 轴 的 静 和 矩 等 于 零 ,. 则 该 轴 必 通过 截面 的 形 
D; 反之 , 若 某 一 轴 通 过 截面 的 形 心 , 则 截面 对 于 该 轴 的 静 矩 恒 等 于 零 。 

若 截面 有 一 个 对 称 轴 , 则 其 形 心 必 在 此 轴 上 ,因为 截面 对 此 轴 的 苦 矩 为 零 。 在 许多 情况 
下 通过 观测 可 定 出 形 心 的 位 置 。 例 如 ,如 果 截 面 有 两 个 或 两 个 以 上 的 对 称 轴 , 则 其 形 心 必 在 
对 称 轴 的 交点 上 。 如 果 截 面 对 一 点 对 称 (截面 无 对 称 轴 ) , 则 该 点 即 为 形 心 。 

当 截 面 图 形 由 若干 简单 图 形 ( 例 如 矩形 、 圆 形 、 三 角形 等 ) 组 成 时 ,由 于 简单 图 形 的 面积 
及 其 形 心 位 置 均 为 已 知 , 且 由 静 矩 定义 可 知 ,截面 各 组 成 部 分 对 于 某 一 轴 的 静 矩 的 代数 和 就 
等 于 该 截面 对 于 同一 轴 的 静 和 矩 , 于 是 得 整个 截面 的 静 秆 为 


5. = Sg $, = Sira (А-4) 


式 中 ,A; M yaza 分 别 表示 任 一 简单 图 形 的 面积 及 其 形 心 坐标 nn 为 组 成 此 截面 的 简单 图 
形 的 个 数 。 
若 将 式 (A-4) 代 入 式 (A-2) , 便 得 组 合 截面 形 心 坐标 的 计算 公式 为 


У Aiya XAG 
ус = 21. ， zc 二 = (A-5) 
Ул ХА 


【 例 А-11 试 计算 如 图 A-2 所 示 三 角形 截面 对 < 轴 和 y 轴 的 静 矩 ,并 确定 其 形 心 C 的 
坐标 。 
解 : 取 平行 于 у 轴 的 狭长 条 作为 微 面积 dA, 则 dA= 


6(z)dz。 由 相似 三 角形 关系 可 知 Бс =) АЮ 


Hi da= bnde НЕЕ А 


^ h h 
| zdA | =. b (h— z)dz = b| zdz 2) zdz Š 
A ° h ° h Јо 
同 理 


h hb? 
S, Гоа Г». 5 (b— y)dy 6 
根据 式 (A-2) ,截面 的 形 心 坐标 为 


【 例 A-2】 试 确定 如 图 A-3 所 示 截 面 形 心 C 的 位 置 。 


解法 一 : 将 截面 分 为 1 . 工 两 个 矩形 ,选取 坐标 系 如 图 A-3(a) 所 示 。 每 一 矩形 的 面积 
和 形 心 位 置 分 别 为 
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图 A-3 
ЖЕ 1: А,=10Х120=1200(тт?) 
ya = = 5 вп) „га = М0. 60mm) 


ЖІ. А,=70Х10=700(тт?) 
ya =10+17=15(ти) ze = 10-5 (mm) 


由 式 (A-5) 即 求 得 截面 形 心 C 的 坐标 为 
Aya + Аус; _ 1200 X 5 + 700 X 45 


ус А, ҒА, 1200 + 700 19; Ани) 
P Aiza + Аз хе» 1200 X 60 + 700 X 5 
Е А, ҒА, 1200 + 700 Соевая 


解法 二 : 将 截面 看 成 由 矩形 ABCD 减 去 矩形 EFGD ,如 图 A-3(b) 所 示 ( 这 种 方法 也 叫 
负面 积 法 ) , 仍 取 > 轴 和 x 轴 分 别 与 截面 的 底 边 和 左边 重合 ( 见 图 ) , 则 
А: уса БАзус _ 80 X 120 X 40 — 70 X 110 45 


е A, ҒА, 80 X 120 —70 X 110 шы 
„_ _ Aize 十 Aszce _ 80 X 120 X 60 — 70 X 110 X 65 
ze = А, TA, 80 X 120 — 70 X 110 Бы. 


在 使 用 第 二 种 解法 时 ,应 注意 在 截面 EFGD ВЕ ЖИВ 2 В — Е, НЫ 
第 一 种 解法 相同 。 一 般 在 空心 截面 中 用 负面 积 法 较 方 便 。 

【 例 A-3] 试 确定 如 图 A-4 所 示 截 面 的 形 心 位 置 。 

Я. 此 截面 有 一 对 称 轴 ,截面 的 形 心 必 在 此 对 称 轴 上 , 即 
yc 二 0, 故 只 需 确 定形 心 的 另 一 个 坐标 xc 。 取 坐标 系 yOz 如 图 所 
示 ,并 将 截面 分 为 工 .下 两 个 矩形 。 则 由 式 (A-5) 得 


ЕЯ Aiza + Аз zc 
ШЫ A, +A; 


50 x 200 x (50+ 220 }+ 150 х 50 х50 


2 
50 X 200 + 150 X 50 
= 96.4(mm) 图 A-4 
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一 个 图 形 的 形 心 位 置 是 确定 的 ,而 所 求 的 形 心 坐标 仅 表明 形 心 在 所 选取 坐标 系 中 的 位 
置 。 同 一 个 形 心 在 不 同 的 坐标 系 中 有 不 同 的 位 置 坐标 。 因 此 ,在 确定 形 心 位 置 时 ,需要 选 参 
考 坐 标 系 ,恰当 地 选取 坐标 系 会 使 计算 过 程 得 到 简化 。 


А.2 ӘНЕ ЖЕНЕ ”惯性 积 


任意 截面 图 形 如 图 A-5 所 示 , 其 面积 为 A。y 轴 和 < 轴 为 图 形 所 在 平面 内 的 任意 直角 
坐标 轴 。 在 坐标 (y,z) 处 , 取 微 面积 dA, 则 y? dA Ж аА 分 别称 为 微 面积 dA 对 于 x 轴 和 >y 
轴 的 惯性 矩 ,而 遍及 整个 截面 面积 A 的 积分 
I. = Гоча, 1, = | -aa (А-6) 
分 别 定 义 为 该 截面 对 于 = 轴 和 > AiR EE. 
H р л dA 到 坐标 原点 O 的 距离 , 则 o° dA 称 为 微 
面积 dA 对 于 OO 点 的 极 惯性 矩 。 而 以 下 积分 : 
1, = Гкал (А-7) 


А-5 
定义 为 该 截面 对 于 O 点 的 极 惯性 矩 。 
由 图 A-5 И Н.о = у 十 x* ,于 是 有 
I= ғал 一 Го + 22)аА 
= | aa+| гал = š, (A-8) 
A A 


即 截面 对 任意 一 对 正 交 坐 标 轴 的 惯性 矩 之 和 ,等 于 它 对 该 两 轴 交 点 的 极 惯性 矩 。 

微 面积 dA 与 y、z 两 坐标 的 乘积 yz dA 称 为 微 面积 dA ХУ у, 两 正 交 坐标 轴 的 惯性 
积 , 而 遍及 整个 截面 面积 A 的 积分 

І, = Гоха (А-9) 

定义 为 整个 截面 对 于 y、z 两 正 交 坐 标 轴 的 惯性 积 。 

从 以 上 定义 可 以 看 出 : 

(1) 惯性 矩 和 惯性 积分 别 是 对 某 一 轴 和 某 一 对 正 交 坐 标 轴 而 言 的 。 同 一 截面 对 于 不 同 
的 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 一般 是 不 同 的 。 

(2) MAPE II. 的 值 恒 为 正 , 而 惯性 积 工 .的 值 则 可 能 为 正 , 可 能 为 负 , 也 可 能 为 零 。 
它们 的 量 纲 均 为 [长 度 上 ,常用 单位 是 mi 或 mm’。 

(3) 由 式 (A-8) 知 ,截面 对 过 一 点 的 任意 一 对 正 交 坐标 
轴 的 惯性 矩 之 和 均 相 等 , 且 等 于 截面 对 该 点 的 极 惯性 矩 。 

(4) 若 y、z 两 坐标 轴 中 有 一 个 是 截面 的 对 称 轴 , 则 截 
面 对 该 对 称 轴 的 惯性 积 六- 必 等 于 零 。 证 明 如 下 : 在 图 А-6 
中 := 轴 为 截面 的 对 称 轴 ,在 对 称 轴 两 侧 的 对 称 位置 处 ， 
各 取 一 微 面积 dA, 由 于 二 者 的 z 坐标 相同 ,y 坐标 则 数值 
图 A-6 相等 而 符号 相反 ,因此 ,每 有 一 个 yzdA, 就 必然 有 一 个 


Із 
=} 
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一 yzdA ,它们 在 积分 中 相互 抵消 ,最 后 导致 
1„ = Гоха = 0 
在 某 些 问题 中 ,为 了 应 用 的 方便 ,将 惯性 矩 表示 为 截面 面积 A 与 某 一 长 度 平方 的 乘 
积 , 即 
I = šA, 1. = А (A-10) 
式 中 ,i, 和 i 分 别称 为 截面 对 于 y 轴 和 > 轴 的 惯性 半径 ,其 量 纲 就 是 长 度 ,单位 为 m 
或 mm, 


由 式 (A-10) 可 得 


i, = |5, i, = J: (А-1) 


当 已 知 截面 面积 А ЖИЯФЕЯ I, 1. 时 , 即 可 由 上 式 求 得 惯性 半径 。 我 们 可 将 截面 对 轴 的 惯 
性 半径 视 为 整个 面积 集中 在 此 距离 处 ,而 仍 有 与 原 面积 相同 的 惯性 矩 。 惯 性 矩 \ 惯 性 半径 与 
理论 力学 所 学 的 转动 惯量 、 回 转 半 径 的 力学 意义 类 似 。 


【 例 А-41 试 计算 如 图 A-7 所 示 和 矩形 截面 对 其 对 称 轴 > 和 < 的 惯性 矩 。 和 矩形 的 高 为 
h ШБ. 


解 : 取 平 行 于 у 轴 的 狭长 条 作为 微 面 积 dA, 即 dA 二 bdz, 由 式 (A-6) 可 得 
É; |: dA Ë. z’bdz си 


12 
用 完全 相似 的 方法 可 求 得 
= 
*, {12 
车 截面 是 高 为 h、 宽 为 5b 的 平行 四 边 形 ( 图 A-8), 则 其 对 形 心 轴 у 的 惯性 矩 仍 然 是 
I bh? 
ТТЫ 


图 А7 图 А8 


【 例 А-5] 试 计算 如 图 A-9 所 示 圆 截面 对 于 其 形 心 轴 ( 即 直 径 轴 ) 的 惯性 矩 。 
解 : 以 圆心 为 原点 , 选 y、z 坐标 轴 如 图 所 示 。 取 平行 于 > 轴 的 狭长 条 作为 微 面积 dA， 


ҢІ dA 二 26(z)dz 二 2 VR — z dz。 将 它 代 入 式 (A-6), 并 利用 圆 的 对 称 性 ,对 半 个 圆 积 分 再 
乘 以 2, 得 
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= 2 = к = | КЕС aD z 
1, = | ал = 22 УЕ 2 dz 一 个 一 6 
z 轴 和 y 轴 都 与 圆 的 直径 重合 ,由 圆 的 对 称 性 知 I = Г, 
即 有 
_ y _ xD: 
.=1,= sa 
(А-8) пр ТА ШИ АПИ] «> ТА ФЕЯ Эу 
хр“ 
=L= 32 


这 与 第 3 章 的 计算 结果 完全 相同 。 

对 于 矩形 和 圆 形 截面 ,由 于 у. = 两 轴 都 是 截面 的 对 称 轴 ， 
因此 ,惯性 积 SEFE. 

在 工程 中 常 遇 到 组 合 截面 。 根 据 惯性 矩 和 惯性 积 的 定义 可 知 ,组 合 截 面 对 于 某 坐 标 轴 
的 惯性 矩 等 于 其 各 组 成 部 分 对 于 同一 轴 的 惯性 矩 之 和 ; 组 合 截面 对 于 某 对 正 交 坐 标 轴 的 惯 
性 积 等 于 其 各 组 成 部 分 对 于 同一 对 轴 的 惯性 积 之 和 。 若 截面 是 由 个 部 分 组 成 , 则 组 合 截 
面 对 于 y、z 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 


1, = Yr, 
i=l 

І, = 521, (А-12) 
一 1 

1. = Уу 


IP „Iyi Т.А R РАН ВУ i 对 于 у 、x 两 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 
例如 求 图 A-10 PH 25 Cs [83] #& ИУ ЇЙ PEKE Н.Ж uj H] X Pil У НЕ А 2: ЈУ [l ИА ВА PE 8: 
的 方法 来 计算 , 即 
Таз = - = 41-а) 
È TD4 та" aD: 
4 64 6 


а) 


фа, 

车 要 计算 图 A-11 所 示 工 字形 截面 对 于 对 称 轴 = 的 惯性 矩 , 则 由 前 述 可 知 , 此 截面 对 于 
= ЖШШЕ Т. 应 为 三 个 矩形 对 z Bh 098 PE КА RI, lI 

І, = Аа + (1,)а = 2(1.) r + (1.04 

KB CI.) 为 矩形 下 对 = 轴 的 惯性 矩 , 可 直接 用 例 A-4 所 得 结果 计算 ,因为 = 轴 也 是 矩形 
本 身 的 形 心 轴 ; 但 (1.)1 却 不 能 直接 用 例 A-4 所 得 结果 计算 ,因为 该 结果 只 适用 于 计算 矩形 
截面 对 于 其 自身 形 心 轴 的 惯性 矩 ,而 z 轴 不 是 矩形 工 的 形 心 轴 。 因 此 ,必须 找到 截面 对 其 自 
身 形 心 轴 的 惯性 矩 与 对 另 一 个 与 此 形 心 轴 平 行 的 轴 的 惯性 矩 之 间 的 关系 。 下 一 节 就 来 介绍 
й—&#ж. 
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图 АП 


А.З 惯性 矩 和 惯性 积 的 平行 移 轴 定 理 


图 A-12 表示 任意 形状 的 截面 ,C 为 此 截面 的 形 心 ,yc 轴 和 сс 轴 是 通过 截面 形 心 的 一 
对 形 心 轴 。y 轴 和 = 轴 为 分 别 与 yc 轴 和 сс 轴 平 行 的 另 一 对 轴 ,a、b 分 别 为 截面 形 心 C 在 
yOz 坐标 系 中 的 纵 、 横 坐标 值 。 截 面 对 形 心 轴 yc 和 zc МАЙ 
性 矩 和 惯性 积分 别 记 为 
Ip = Гал, I. = Гоа, Te = Гьсеейл (а) 
截面 对 y 轴 和 < 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 
I, = Гаал, 1. = Гоча, 1,: = | aa (b) 
由 图 A-12 可 见 ,截面 上 任 一 微 面积 dA 在 两 个 坐标 系 
内 的 坐标 (y,=) 和 (sc,xc) 之 间 的 关系 为 


y=yc+b, = = хс +а (c) 
将 式 (c) 第 二 式 代 人 式 (b) 第 一 式 得 


1, [ал [е Ha)2dA | :aaa 十 ДЕС! +af аА 


Eat. сал 为 截面 对 形 心 轴 ус ПИЕ. НЛ ЕР. | dA = А, 再 应 用 式 (a) 第 一 
式 , 即 可 得 
I, = L. +а?А 
同 理 有 
1. = I. +A 
u (A-13) 
М = Isa, FOA 
式 (A-13) 即 为 惯性 矩 和 惯性 积 的 平行 移 轴 定 理 。 即 截面 对 其 平面 上 任 一 平行 于 形 必 
轴 之 惯性 逢 等 于 对 形 心 轴 的 惯性 逢 加 上 面积 乘 以 丙 轴 间距 离 之 平方 ; 截面 对 其 平面 上 任 一 
对 平行 于 形 心 轴 之 惯性 积 等 于 对 一 对 形 心 轴 的 惯性 积 加 上 面积 与 a. 两 坐标 的 乘积 。 显然 
可 见 ,在 一 组 互相 平行 的 轴 中 ,截面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 最 小 。 应 用 平行 移 轴 公 式 , 即 可 根据 
截面 对 于 自身 形 心 轴 的 惯性 逢 或 惯性 积 ,计算 截面 对 于 与 形 心 轴 平行 的 坐标 轴 的 惯性 秆 或 
惯性 积 ,或 进行 相反 的 运算 。 
需要 注意 的 是 , 式 (A-13) 中 的 a.b 两 坐标 有 正 负 号 。 若 二 者 同 号 , 则 арА 为 正 值 ; 若 二 
者 异 号 , 则 abA 为 负 值 。 所 以 ,平行 移 轴 后 的 惯性 积 可 能 增加 ,也 可 能 减 小 ; 如 果 只 平移 > 
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轴 或 = 轴 , 则 惯性 积 数值 不 变 。 
【 例 A-6] 试 计算 如 图 A-13 所 示 截 面 对 у Hih EHE 


解 : 此 组 合 截面 对 у 轴 的 惯性 矩 应 为 矩形 截面 对 y 轴 的 
惯性 矩 减 去 两 个 圆 形 截面 对 y 轴 的 惯性 矩 Вр 
1, = (1, 201,2 
和 矩形 截面 对 у ШИРЕ 9 


3 
а)ж- мы 
圆 形 截面 对 у AEEA 
4 2 2 
CD 一 (Po 十 ohm = TE + (+) ч 
па? 
= ы “4 +1?) 图 A-13 
故 得 
- 2 з “Олар 
1; 214 авы )]= 324 +h) 


【 例 A-7] 试 计算 如 图 A-14 所 示 截 面 对 其 形 心 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 

Ж: 把 截面 看 成 是 由 两 个 矩形 工 和 下 所 组 成 。 首 先 须 确 定 
截面 的 形 心 位 置 ,然后 再 用 相关 公式 求解 。 

(1) 确定 形 心 位 置 

取 对 称 轴 为 xc ЯН, 截面 的 形 心 应 在 此 轴 上 , 即 yc 二 0。 为 
了 确定 形 心 的 另 一 个 坐标 xc 值 , 取 与 底 边 重合 的 у 轴 为 参考 
轴 , 则 由 式 (A-5) 得 形 心 坐标 为 


а: Aiza + Азто 
= A, “А; 


100 X 20 X (0+ 22) 20х 140 X це 


100 X 20 + 20 X 140 
= 103. 3(mm) 
由 此 确定 出 截面 的 形 心 轴 yc 如 图 中 所 示 。 
(2) 计算 惯性 矩 T. 
由 式 (A-12) 得 
p. = = L: 1 


(I) + Са = ү; X 20 X 100° + +ç X 140 X 20° = 176 X 10 (тт!) 


(3) 计算 惯性 矩 Lo 
由 式 (A-12) 得 


Ip = (Dr + Ча 
每 个 矩形 对 ус 轴 的 惯性 矩 可 由 平行 移 轴 公 式 (A-13) 求 得 为 


а,ді- 15 X 100 X 20° + (150 — 103. 3)* X 100 X 20 = 443 X 10 (тт!) 
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(Тл = 5 X 20 X 140° + (103.3 — 70)? X 20 140 = 768 X 10“ (ти) 
于 是 有 
1, = 1,901 +0, = 443 X 10* + 768 X 10* = 1211 X 10f (mmt) 
(4) 计算 惯性 积 
由 于 zc 轴 为 截面 的 对 称 轴 , 故 D 0. 


【 例 А-8] 如 图 A-15 所 示 截 面 由 16 号 槽 钢 和 20а 号 工 字 钢 组 成 。 试 求 组 合 截 面 对 
其 形 心 轴 yc 、zc 的 惯性 矩 。 


解 : 型 钢 截面 的 几何 性 质数 值 可 以 从 型 钢 表 中 查 得 。 
20а 号 工 字 钢 : А, =35. 5cm° ra =2370cm* ы =158ст* 
16 ЕЖУ. А, = 25. 15ст?. Ты = 83. Аст”, Бат 
934. 5cm’ 
(1) 确定 形 心 位 置 
截面 有 一 对 称 轴 xc 轴 , 取 参考 坐标 系 y>Oxc 如 图 所 示 ， 
则 由 式 (A-5) 得 
= Aiza 十 Asaxcz 
ШЕБЕРЛЕРІ 


35.5 X 10 + 25. 15 X (20 + 1. 75) 
35.5 + 25. 15 


= 14.87(cm) 
而 yc 一 0, 于 是 形 心 位 置 确定 。 以 C 为 原点 , 取 坐 标 系 усСес Ш yc.zc 轴 为 截面 的 形 心 轴 。 
ya 和 ycz 分 别 为 工 字 钢 和 槽 钢 的 形 心 轴 , 均 与 yc 轴 平 行 , 且 可 以 求 得 
а, = 14.87 — 10 = 4.87(cm) 
аз = 21.75 — 14. 87 = 6. 88(ст) 


图 А-15 


(2) 计算 惯性 矩 L. 
由 组 合 截面 的 惯性 矩 计算 公式 (A-12) 得 
Lo = Ч + Чи = 158 + 934.5 = 1093(ст!) 
(3) 计算 惯性 矩 Te 
由 组 合 截面 的 惯性 矩 计算 公式 (A-12) 及 平行 移 轴 公式 (A-13) 得 
I. = С, +(I,)ú = А HRA) + ау, +а А») 
= (2370 + 4. 87? X 35.5) + (83. 4 + 6. 88? X 25. 15) 
= 4486(cm’) 


【 例 A-9] 试 计算 如 图 A-16 所 示 三 角形 截面 对 形 心 轴 yc сс HREH T. x Lo 和 惯性 
В. 
解 : 此 题 可 先 求 三 角形 对 于 过 其 直角 边 的 坐标 轴 y、z 的 惯性 矩 T, I 和 惯性 积 1. 
后 再 由 平行 移 轴 公 式 求 L 1 和 了 
Е. 
选 坐标 系 yOz 如 图 所 示 。 取 平行 于 у 轴 的 狭长 条 作为 微 面积 dA , 则 


Әсі 


sce 
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于 是 有 
„2 #7 „2 bh? 
Т) Е dA Г: (h — z)dz = 5 
同 理 
š РН. hb? 
1. fo 4А Е p (6 —5)4> = 12 


微 面积 dA 对 y、z 轴 的 惯性 积 为 dL: = yzdA НМ у, = 应 为 微 面积 dA 的 形 心 坐 
标 。 即 


2 Mz И м =) = ы. 
yz dA 26(=)=4А 2 1 zdz 


u “ы z ұй w bh? 
1 уға Г (1 h ) zde = 94 
(2) R Lyo of I yore 
三 角形 的 形 心 C HE yOz ARRP A EA) FEAR CA 
һү, (һү bh _ bh° 
Is = 1, БЕ 12 (+) 2 36 
ь ү? hb? bY bh hb? 
1-1. (ЈА 12 ЗЫ 36 


b \(h bh? b h bh bh? 
bae = In (SJ 24 3 3 2 72 


А.4 惯性 矩 和 惯性 积 的 旋转 轴 公 式 ” 主 惯性 轴 和 主 惯性 和 矩 


当 坐标 轴 绕 原 点 旋转 时 ,截面 对 于 具有 不 同 转角 的 各 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 之 间 也 
存在 着 确定 的 关系 。 下 面 导 出 这 种 关系 ,并 利用 它 来 确定 截面 的 主 惯性 轴 , 计 算 截 面 的 主 惯 
图 A-17 表示 面积 为 A 的 任意 形状 的 截面 ,y、z 为 通过 截面 内 任 一 点 O 的 一 对 坐标 轴 。 
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此 截面 对 yz MIYE 1, I. 及 惯性 积 T,- 均 为 已 知 。 若 将 这 对 坐标 轴 绕 O 点 旋转 a fü 
(规定 a 角 以 道 时 针 转 向 为 正 ) 至 у, үе 位 置 , 则 该 截面 对 于 新 坐标 轴 wm егу 的 惯性 垂 和 惯 
性 积分 别 为 L. La 和 ,它们 都 可 以 用 已 知 的 也、 Iye 
Жа 角 来 表达 。 

由 图 A-17 可 见 , 截 面 上 任 一 微 面积 dA 在 新 旧 两 个 从 
标 系 内 的 坐标 (wm ,= ) 和 (y,=) 之 间 的 关系 为 


yı = ycosa 十 xsina 
(a) 
zı = zcosa 一 ysina 


Жаа 代入 式 (A-6) 中 的 第 二 式 , 有 
„= [лал = | ceose 一 wsino?aA 


图 АП 


= соға ‚ЧА 十 sinza АУА - 2sinacosa| у= А (b) 
根据 惯性 矩 和 惯性 积 的 定义 ,上 式 右 端 的 三 项 积分 分 别 为 
| z’dA = 1,, | у?аА = І,, Í yzdA = 1„ 
A A A 


将 以 上 三 式 代 入 式 (b) ,并 利用 倍 角 三 角 函 数 的 关系 , 即 得 
1,+1, -I 


I, 2 + 2 =cos2a — 1, ѕіп2а СА-14а) 
ШЕЕ 

I, = ЕЕ = 1. созда + Iy ѕіп2а (A-14b) 

Ls = LTL sin2a + 1„.соз2а (А-14е) 


以 上 三 式 就 是 惯性 矩 和 惯性 积 的 旋转 轴 公式 。 由 旋转 轴 公 式 可 见 , 当 坐标 轴 旋 转 时 ЕДІ 
Т, „Т. 及 惯性 积 Т, 随 转 角 а 作 周 期 性 变化 。 旋 转轴 公式 和 平行 移 轴 公式 有 所 不 同 : 旋转 
轴 会 式 的 坐标 原点 可 以 是 截面 内 任 一 点 ; 而 平行 移 轴 公式 中 却 必 有 一 轴 是 截面 的 形 心 轴 。 
将 式 (A-14a) 和 式 (A-14b) 中 的 1, 和 1. 相 加 ,得 
I, +I, = I, + I. СА-15) 
上 式 表明 ,截面 对 于 通过 同一 点 的 任意 一 对 正 交 坐标 轴 的 两 惯性 矩 之 和 为 一 常数 。 由 式 
(A-8) 可 见 , 这 一 常数 就 是 截面 对 于 该 坐标 原点 的 极 惯性 矩 Ipo 
由 式 (A-14a) \ 式 (A-14b) 及 式 (A-15) 可 见 , 当 坐标 轴 绕 原点 旋转 ,a 角 改 变 时 ,I оТ. 相 
应 随 之 变化 ,但 其 和 不 变 。 因 此 当 Т, 变 至 极 大 值 时 ,1 必 达 极 小 值 。 
将 式 (A-14a) 对 a 求 导数 得 
Ta =— [ила +1, созда) (с) 
Ш 
Жаса, 时 ,能 使 导数 Е 二 0, 则 对 ao 所 确定 的 坐标 轴 , 截 面 的 惯性 矩 为 极 大 值 或 极 小 值 。 
将 ao RARO ,并 令 其 等 于 零 , 则 得 到 


6да, + 1,.соѕ2а = 0 (4) 
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由 此 求 出 

21. 
„= 
满足 上 式 的 ao 有 两 个 值 , 即 в, 和 十 90 ,它们 分 别 对 应 着 惯性 矩 取 极 大 值 和 极 小 值 的 两 个 
坐标 轴 的 位 置 。 


tan2ao 一 一 (A-16) 


dI 
(ай (А-11с) ГА В 2. = 0 的 角度 ао 恰好 使 惯性 积 为 零 。 惯 性 积 为 


零 的 一 对 坐标 轴 称 为 主 惯性 轴 , 简 称 为 主轴 。 截 面 对 主 惯性 轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯性 矩 ,简称 
为 主 矩 。 如 上 所 述 , 对 通过 O 点 的 所 有 轴 来 说 ,截面 对 主轴 的 两 个 主 惯性 矩 ,一 个 是 极 大 
值 , 另 一 个 是 极 小 值 。 

通过 截面 形 心 的 主 惯性 轴 称 为 形 心 主 惯 性 轴 。 截 面 对 于 形 心 主 惯性 轴 的 惯性 矩 称 为 形 
OERE., В A. 2 节 中 的 讨论 ,截面 对 于 包括 对 称 轴 在 内 的 一 对 正 交 坐标 轴 的 惯性 积 
等 于 零 ,而 形 心 又 必然 在 对 称 轴 上 ,所 以 截面 的 对 称 轴 就 是 形 心 主 惯 性 轴 。 若 截面 两 组 不 同 
的 形 心 轴 中 ,每 一 组 中 有 一 轴 为 对 称 轴 , 则 每 一 形 心 轴 均 为 形 心 主 惯性 轴 。 若 截面 有 三 个 
(或 三 个 以 上 ) 不 同 的 对 称 轴 时 , 则 所 有 过 形 心 的 轴 均 为 形 心 主 惯性 轴 , 且 截面 对 于 所 有 形 心 
轴 的 惯性 矩 均 相 同 。 如 圆 及 正 多 边 形 。 

由 式 (A-16) 求 出 角度 ао 的 数值 后 ,代入 式 (A-14a) 和 式 (A-14b) , 即 求 得 截面 的 主 惯性 
和 矩 。 为 了 计算 方便 ,下 面 直接 导出 主 惯 性 矩 的 计算 公式 。 为 此 ,利用 式 (A-16) 可 算出 


1 Lk 
сов2ау 
1 十 tan22ao A, — 1I) +4. 
= 


sin2a = tanao * с052 = 


У, — L) +4F, 
将 其 代入 式 (A-14a) 和 式 (A-14b) ,经 化 简 后 即 得 主 惯 性 矩 的 计算 公式 为 


1,+1, ,1 
Im = + УИ, —ТӘ+АР, 


ы = ЕТ У, ТА, 


在 确定 形 心 主 惯 性 轴 的 位 置 并 计算 形 心 主 惯性 矩 时 ,同样 可 以 应 用 式 (A-16) 和 式 (A-17)， 
但 式 中 的 到 Ie 和 了 ,应 为 截面 对 于 通过 形 心 的 某 一 对 正 交 坐 标 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 值 
得 注意 的 是 惯性 矩 和 惯性 积 的 一 系列 旋转 轴 公 式 (A-14a) 一 (A-17) 与 二 向 应 力 状态 分 析 的 
一 系列 公式 (7-1) 一 (7-4) 类 似 。 可 以 看 出 : 应 力 、 惯 性 矩 等 量 是 比 矢量 (如 力 、 速 度 等 ) 更 加 
复杂 的 物理 量 。 

计算 组 合 截面 形 心 主 惯性 矩 的 步骤 : 

(1) 确定 形 心 位 置 ; 

(2) 以 形 心 为 坐标 原点 ,选择 一 对 便于 计算 惯性 矩 和 惯性 积 的 坐标 轴 为 参考 坐标 轴 , 算 
出 组 合 截面 对 于 这 对 参考 坐标 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 ; 

(3) 将 上 述 结果 代入 式 (A-16) 和 式 (A-17) ,确定 表示 形 心 主 惯性 轴 位 置 的 角度 和 形 心 
主 惯性 矩 的 数值 。 

如 果 组 合 截面 有 对 称 轴 . 则 包括 此 轴 在 内 的 一 对 相互 垂直 的 形 心 轴 就 是 形 心 主 惯性 轴 。 
只 要 利用 计算 组 合 截面 惯性 矩 的 式 (A-12) 和 平行 移 轴 公式 (A-13) , 即 可 求 得 截面 的 形 心 主 


(A-17) 
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ИЖ. 
【 例 А-101 试 确定 如 图 A-18 所 示 截 面 的 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 ,并 计算 形 心 主 惯 


FEE, 
解 : (1) 确定 形 心 位 置 
选择 一 对 参考 轴 y、z, 将 截面 分 为 上、 中 两 部 分 。 根 据 
Я A-2 的 计算 结果 ,确定 截面 形 心 C 的 位 置 为 
yc = 19. 7mm ~ 20mm 
xc = 39. 7mm ^ 40mm 
(2) 求 截面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 
过 形 心 C 选 ycCxzc 坐标 系 , 使 yc xc 轴 分 别 与 y、z 轴 
平行 。 由 图 可 见 ЈИ Т. ПИА С, .C, fE усСес 坐标 系 


中 的 坐标 分 别 为 

ау = 60—40 = 20(mm), аз =— (40 — 5) =— 35(mm) 

bi =— (20 —5) =— 15(mm), б; = 45—20 = 25(mm) 
ШТИ НА САЗАН Т. ПЖ yc 、xc 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 


HJE I: 
I} = Lb, +aiA = 5 X 10 X 120° + 20? X 10 X 120 = 192 X 10‘ (mm!) 
IL = L. +A = $ X 120 X 10° + (— 15)? X 10 X 120 = 28 X 10‘ (шик) 
{а А, = 0 + 20 X (— 15) X 10 120 =— 36 X 10‘ (mm) 


е 一 L. сі 
ЯН И: 
IL = Ip HA = 5 X 70 X 103 + (— 35)? X 70 X 10 = 86.3 X 10*(тт“) 


IL = Lo БВА, = 5х 10 X 70° + (25)? X 70 X 10 = 72.3 X 10* (тт!) 
Ifo = кс + аА; = 0 + (— 35) X 25 X 70 X 10 


整个 截面 对 形 心 轴 yc .zc 的 惯性 矩 及 惯性 积 为 
Is = I+ +I}, = 192 X 10* + 86. 3 x 10* = 278. 3 X 10* (тт!) 
І = 100. 3 X 10* (mm!) 
=}, +I 36 x 10% 


cc эсс Усс 


(3) RIED ЗЕРЕ ЖОРА ЕДЕН 
由 式 (A-16) 得 


=— 61.3 X 10f (mm) 


= IL +I! = 28 X 10! + 72. 3 X 10* 
61.3 X 104 =— 97.3 X 10* (mm!) 


* 


2Х(-97.3 10*) 22 
Е. 278.3 X 10* = 100.3 X 10* 08 


tan2ao I 


解 得 
а = 23.8° в 113.8° 
ао 为 正 值 ,应 从 ус 轴 逆 时 针 量 取 , 确 定形 心 主 惯 性 轴 ус, 、zc, :如 图 A-18 所 示 。 
由 式 (A-17) 求 得 形 心 主 惯性 矩 为 
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= Le + 16 


1 
эу У, ТАВ. 


278. 3 X 10* + 100. 3 X 10* 
2 


L. = Imax 


++ (278. 3 X 10* — 100. 3 X 10*)* + 4 X (— 97. 3 X 10°)? 


= (189. 3 + 131. 9) X 10* = 321 10* (ши) 


L. +I, 1 
А с с 
Lo Imin 2 2 


= (189.3 — 131. 9) X 10* = 57.4 X 10* (тті) 


Ч». Lot FR 


Усс 


思考 题 


A-1 将 图 示 和 矩形 截面 分 成 、 工 两 部 分 ,试问 工 部 分 对 у 轴 的 静 矩 (S,)1 和 下 部 分 对 
УМЕ (5,0, 有 何 关系 ? 

A-2 大 小 不 同 的 截面 ,其 面积 A 大 者 ,惯性 矩 工 是 否 也 大 ? 

А-З 截面 对 一 组 互相 平行 的 轴 的 惯性 矩 中 ,对 哪 根 轴 的 惯性 窍 最 小 ?惯性 积 也 是 如 
此 吗 ? 

A-4 为 什么 当 两 个 互相 垂直 的 形 心 轴 同 时 平行 移动 时 ,截面 的 惯性 积 可 增 可 减 ? 而 
当 只 平行 移动 其 中 一 根 形 心 轴 时 ,截面 的 惯性 积 保持 不 变 ? 

A-5 何谓 主 惯性 轴 ? 过 截面 内 任 一 点 有 无 主 惯 性 轴 存 在 ? 何谓 形 心 主 惯性 轴 ? 过 截 
面 形 心 有 几 对 主 惯 性 轴 存 在 (一 般 情 况 )? 截面 的 对 称 轴 是 否 一 定 是 形 心 主 惯性 轴 ? 形 心 主 
惯性 轴 一 定 是 截面 的 对 称 轴 吗 ? 

A-6 圆 形 正方形 和 正 多 边 形 等 截面 有 几 对 形 心 主 惯性 轴 ? 它们 的 形 心 主 惯 性 矩 有 
何 关系 ? 

A-7 过 图 示 截 面 上 A 点 有 无 主轴 存在 ?主轴 方位 如 何 ? 过 形 心 0 点 有 几 对 主轴 ? 为 


什么 ? 
м а 
е а) (b) 


思考 题 A-1 图 思考 题 A-7 图 


А-8 图 示 三 种 截面 对 < 轴 的 惯性 矩 下 下 、 丰 之 间 的 关系 是 ( Je 

(a) E= =I (b) Е>Е>Е 

Се) Е>Е>І (d) 无 法 确定 

A-9 图 示 直 角 三 角形 截面 ,y\* 为 过 斜 边 中 点 卫 且 分 别 与 两 直角 边 平行 的 一 对 正 交 
坐标 轴 。 试 用 推理 的 方法 说 明 ,y、x 轴 就 是 D 点 的 主 惯性 轴 。 
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思考 题 A-8 图 思考 题 A-9 图 


А-10 图 示 截 面 中 有 三 对 轴 , 分 别 是 wm .六 ЯН, уі: 轴 和 y、z 轴 ,C 为 截面 的 形 心 。 试 
问 哪 对 轴 为 主 惯性 轴 ? 哪 对 轴 为 形 心 主 惯性 轴 ? 
A-11 如 何 用 最 简捷 的 方法 计算 图 示 阴 影 部 分 截面 对 у 轴 的 惯性 矩 了,? 


思考 题 A-10 图 思考 题 A-11 图 


А-12 试 画 出 图 示 各 截面 的 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 ,并 指出 对 哪个 轴 的 惯性 矩 最 大 。 


Фь ЁТ зг О © 


(в) 


思考 题 A-12 图 


A-13 试用 最 简便 的 方法 求 图 示 截 面 对 y、z 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 。 


思考 题 A-13 图 
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习题 


А-1 试 求 图 中 阴影 部 分 截面 对 y АНЯ, 


А-2 ” 试 确定 图 示 各 截面 的 形 心 位 置 。 


Wii 


воо] 200 


(» (с) 


题 A-2 图 


АЗ 试用 积分 法 求 图 示 各 截面 的 了 值 。 
А 试 计算 半圆 形 截面 对 形 心 轴 ус 的 惯性 矩 Tv 。 


题 A-3 图 


A-5 试 计算 下 列 截面 对 y.z 轴 的 惯性 逢 1,1 以 及 惯性 积 1.。 
A-6 ”图 示 矩形 截面 ,4 一 二 4, 从 左右 两 侧切 去 半圆 形 [ 4 一 乞 ]。 试 求 ， 
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D 切 去 部 分 面积 占 原 面 积 的 百分比 ; 
(2) 切 后 截面 的 惯性 矩 五 与 原 截 面 的 惯性 矩 了, 之 比 。 


E A-5 图 


А-7 试 求 图 示 正 方形 截面 对 其 对 角 线 的 惯性 矩 。 
А8 试 求 图 示 三 角形 截面 对 通过 顶点 A 并 平行 于 底 边 BC 的 у 轴 的 惯性 矩 。 


题 A-7 图 题 A-8 图 


А9 试 求 图 示 组 合 截面 的 形 心 坐标 zc 及 对 形 心 轴 yc 的 惯性 矩 。 
A-10 在 直径 D=8a 的 圆 截 面 中 , 开 了 一 个 2а Ча 的 矩形 孔 , 如 图 所 示 。 试 求 截面 对 
其 水 平 形 心 轴 和 竖 直 形 心 轴 的 惯性 矩 L MUI. 。 


题 A-9 图 


A-11 图 示 由 两 个 20a 号 槽 钢 组 成 的 组 合 截面 , 若 欲 使 此 截面 对 其 两 对 称 轴 的 惯性 矩 
1,11, 相等 , 求 两 槽 钢 的 间距 а 应 为 多 少 。 
А-12 试 求 图 示 截 面 的 惯性 积 T... 


лаз ”图 示 工 形 截面 ,已 知 生 一 6; 试 求 截面 形 心 C 的 位 置 ,并 求 革 一 ? 
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题 A-11 图 题 A-12 图 题 A-13 图 


АЗА ， 试 求 图 示 正 方形 截面 的 惯性 积 L ЖИЙЕН Г, 、1 ,并 作出 相应 结论 。 
А15 ” 试 求 图 示 截 面 过 坐标 原点 O 的 主 惯性 轴 的 位 置 , 并 计算 主 惯性 矩 L, fU IQ. 


题 A-14 图 题 A-15 图 


А16 К л 民 形 截面 的 形 心 主 惯 性 轴 位 置 ,并 求 形 心 主 惯性 矩 。 


Ha 
іхиам 


(8861—1816 19) 8 ТЕЛЕН Ін 


° (8861—90: 99) 8:251 AW v-a Æ (8861—20: 99) W 59% 
(8861—8816 99) М ВТ ТР @Ч?Ё (8861—1846 99) МУ ВТ W DaX 
ЕИ [£ НЗМ 


Мк Ет 


02 | 2616 |869 [ет |8661 | ЕРІ ТЕЛ 21 61878 | 199 01 8 
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758 `601 “68T 0771 | 0702 
f09 "ТОТ “621 01 | 0702 
769756 `611 0702 


ТРЕ TL 
689759 


005 
005 
005 


205 
qos 
B09 


习题 答案 


第 2 章 拉 伸 、 压 缩 与 剪 切 


2-3 Ем =— 20КМ ,о= — 100МРа 
Еу = —10kN,a= — 33. ЗМРа 
Ез =10ЕМ,о=25МРа 
2-4 0=26. 6° 
2-5 о= —0. 34МРа 
2-6 (2) Е= 13. 75kN 
(3) А= 29. 99mm 
2-7 (1) Аъ =17. 8mm 
(2) Ао 2833 тт? 
(3) Е„„=15.7ЕМ 
2-8 om 王 82.9MPa,o =131. 8MPa 
2-9 [F]=57.6kN 


2-10 0=54. 8° 
9 = нЕ 
2-11 =, 


2-12 daB >17. 2тт, вс = во >17. 2mm 
2-13 d=20mm,b=84. Imm 
2-14 Д=1. 365mm 
2-15 в=151МРа, дс =0. 79mm 
2-16 У. =3У, 
2-17 А, =0. 5761? ‚А, =0. 665m? ‚ДА = 2. 24mm 
2-18 F=80kN Hf ‚дв = 6. 86mm 
F=120kN H} ‚дв = 20. 58 тт 
2-19 К =0. 729к№/ т? ,ДІ,=1. 97mm 
2-20 ЖАС: 2L 80X7 
Ж CD: 2 L 75X6 
2-21 дас =0. 683 х 10-а 
2-22 До = 1. 04тт,Дс, =0. 518 пит 
2-23 AB 杆 2L 90х50х5 
CD 杆 2L 40<X25X3 
EF 杆 2L 70X45X5 
GH 杆 2L 70X45X5 
As=2.7mm,Ap=1.55mm,Ac=2.46mm 


2-24 


2-25 
2-26 


2-27 


2-28 


2-29 
2-30 
2-31 
2-32 


2-33 
2-34 
2-35 


2-36 


2-37 
2-38 
2-40 
2-41 
2-42 
2-43 
2-44 
2-45 
2-46 
2-47 
2-48 


3-4 
3-5 
3-6 
3-7 
3-8 
3-9 
3-10 


习题 答案 


Чав _ 
de TLO 


Ев = Ев = Е. Ех = Е 

А, =А,2182тт° 
—b(E,—E;) 

(Е, ЕЕ 


1 
6 


о =127МРа, в. =26. 8МРа, о: = — 86. 5МРа 

ссе =96МРа,дбвь =161МРа 

ГЕ] =742кМ 

(а) дих = 131 МРа 

(b) сых = 78. 8МРа 

ogc = 30. ЗМРа,овр = — 26. 2МРа 
温度 降低 ,AT 一 一 26. 5°C 

(1) F=32kN (2) о'=87.5МРа,о"=75МРа 


Ем = Ех = Ем =0. 241 EAS Fy = Еу = —0, 139 км 


5 1 
Ға ее Е-Е F 


杆 1 №] о 一 16.2MPa, 杆 2 №77 в, =45. 9MPa 
А, =1384 тт? , A: =692mm° 
а24ст 

т=66. ЗМРа,оь, = 102МРа 
d/h=2.4 

D:h:d=1. 225:0. 333:1 
т=15. 9MPa< [r], #£ 
т=0. 952 МРа,оь =7. 41MPa 
т= 43. ЗМРа,оь. = 59. 5МРа 
1 一 80mm 

/三 101mm 


第 3 章 H 转 


т=0. 0135КМ • m/m 
та = 12. 5МРа, тя =25МРа, тя =50MPa 


16м 
ШЕТІН 


т= 189. 4МРа,у=2. 53 Х1073гай 
M=151N *m 
Tmax = 46. 6MPa, P=71. 8k W 

(1) m=0. 009 76kN * m/m 

(2) rmx 一 17.76MPa 
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(3) ф=8. 5° 
3-11 d232.2mm 
3-12 rux 一 18.8MPa<[z] ,安全 
3-13 T,..=4kN * M, Tmax =20. 4МРа, Pmax =0. 51Х 107° rad 
3-14 M=<1.92kN * m 
3-15 1 一 0.289 
3-16 E=216GPa,G=81. 8GPa,#=0. 32 
3-17 тлсь = 49. 9MPa<[r] 
Трвмх= 21. ЗМРа<[т] 
Фын 1. 776) /п<[6], ZE 
3-18 重量 比 一 0.51, 刚 度 比 一 1. 19 
3-19 42111. 3mm 


3-20 АЕ: ть, =45. 2МРа,ф=0. 462(°) /т 
ВС: тык =71. ЗМРа,ф=1. 020°) /т 
3-21 (1) 4,284. бтт, 2274. 5mm 
(2) 42284. 6mm 
(3) 主动 轮 1 放 在 从 动 轮 2.3 之 间 比 较 合理 。 
3-23 Da 一 8pd 
3-24 тих =33. 4МРа,/=104 тт 
3-25 4286 пит 


1 G. mr 
а = жене, o 
3-26 т. ета Е 0<r<RA 


Iz G, mr 
т, <r< 
ВТС, Таба” КА Ев 


3-27 Fw = ЗЕ,Ео= Е 


I 2p a" Gila * Gle 
Е L * G l, +261. 


3-29 ТЕ 

3-30 tm =65. 6MPa,V.=0. 492kN • m 

nm’ 

° 6EI, 

3-32 Tamms 37. 1МРа,гух =47. 6МРа, тұ. = 57. 4МРа 


Тш * THmax * Tim =l : 1.28 : 1.55 
3-33 [Mo]=1.73kN + т. фа =0. 006rad 
3-34 ть; =25МРа,ф=0. 0625га4 


第 4 章 弯曲 内 力 


4-1 (а) Ея =0,M, = —2kN • m; Fs 一 一 5kN,M: 王 一 12kN。m 


4-2 


4-3 


4-4 


4-9 


(b) Fs =2КМ,М, =6kN • т; Е, = —ЗКМ,М, =6КМ * m 
(c) Ея =4КМ, М, =4kN * m; Fs=4kN,M;=—6kN * m 
(d) Fa 一 一 1.67kN,M =5КМ * m 


M. M. M. 
(e) Ға 42 ‚М, Ж? Fs 


Ез =0,M;=—M. 
(Ü) Fa =12. 5kN,M = —15. 25kN * m; 
Fs 一 一 11.81kN,M: 一 一 15.25kN * m 
(g) Ез 一 30kN,M = —45kN + m; Ех =0,М, = —40КМ * m 


3 1 4 
(h) Ея 1 a M. ааз Е» =0,М, = ата” 


(ay las == +e, IMl m= qo. 


(b) |Fs | ms =45kN, M| mx =127. 5kN • т 
(с) |Fs l mx =49. 5КҸ, |M] mx =174kN * т 
(d) |Fslmx=1.4kN, IM|,.=2.4kN * m 
(е) |Fs|。 一 22kN， M| max =20kN • m 
(D Ту, аа |M] m= qa? 
_ F 

2 
(h) |Fs | mx =30kN, M| max =30kN • m 
(а) |Fs|。 一 5kN， |M] mx =10kN • m 
(b) |Fs | mx =15kN, M| mx =25kN • m 


(c) |Fs m= qa, ПМТ = ga? 


(g) |Fslm =F, |M] max 


D Тру. = E, [Mla =2M. 

(e) |Fslm=14kN, |M] a =20kN + m 
_ n -3 

іва. = П, 1м. Fa 


(g) [Е |... =1.5КМ, |M] mx =0. 563kN * m 
(h) |Fs | max =280kN, |M] max =545КМ • т 
G) ТЕУ, =F, | MI 一 Fa 


G) |Fslm = qa, |M] m =да? 


(a) |Fslmx=4kN, |M] m =4kN * m 
СЬ) |Fs 1. =75kN, |M | max =200kN * m 


1 1 
(а) | Fs mx 一 二 ols [M| max үзе 
_3 Же 

(b) |Fs |max 14” [M| max 244 


习题 答案 
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=: =; 
(с) [Fs l m= ЧЕ, [M| max 184 


(d) |Fs |max =88. ЗЕМ, |М|„=80КМ+ m 
4-10 (а) |M|,..=36kN • т 

(b) |M] max =6. 25kN • т 

(c) |M] mx =2. 25kN • m 


4-11 4-0. 207 


іа Е Еа 
4-12 Мы 04) Ба ЕНЕ ИТАК, 
i За Е ‚ Еа 
或 工 z s |M] max 24-4--- ,作用 在 右 轮 截面 处 。 


4-13 (а) |Fs|..=20kN, | MI 一 8OkN。m， |Ех| „к =10КМ 

(b) |Fs|。 一 17.5kN， |М|ых=26.ЗКМ * т, | FN|。 一 17.5kN 

(c) |Fs|,,,=60kN, |M]|mx=180kN +m, |Fy|mx=60kN 

(d) |Ез|„к=70КМ, [M|,.=105kN • т, |Fy |max =70kN 

(e) |Fs|。 一 6kN， ІМІ,,-15ЕМ • т, |Fy |max =6kN 

(D [|Fs|,.=45kN, [M|,.=101.3kN + т, |Fy |max =27. 1kN 
4-14 (a) |Ез| Е, |Mlm =FR, |ЁЕх|„=Е 

(b) |Fslax =F, IM|,.=FR, |Ех|ык=Е 

(c) | Fs|。 一 下 ， IMI|,,=FR, |Fy lm =F 


第 5 章 弯曲 应 力 


5-1 б..--100МРа 
5-3 截面 m—m: сл = —7. 41МРа,ов =4. 94МРа 
ас =0,0ь=7. 41 МРа 
截面 п-п: с =9. 26МРа,ов = — 6. 18МРа 
ac 一 0,op 王 一 9. 26MPa 
5-4 b>277mm.h—>416mm 
5-5 下 一 56.8kN 
5-6 最 大 允许 轧 制 力 F=910kN 
5-7 0 一 510mm 
5-8 下 一 44. 3kN 
5-9 M=10.7kN * m 
5-10 (1) 最 大 正 弯 矩 所 在 截面 : о, =45. 9MPa де, „а; = 107. 2MPa 
(2) 最 大 负 弯 矩 所 在 截面 : 6.,wox = 70МРа о, „а =30MPa 
5-1 d=115m 
5-12 a=1.386m 
5-13 (1) mmes 


max 


qË 
2ЕЬҺ? 
5-14 АС; b=139mm,h=209mm 
5-15 W 宇 220cm? , 取 20a Т. 
—128 FL 

27 ха? 

5-17 Мн =140. 2kN • т, 28а Т.Е. 
5-18 下 一 3.75kN 
5-19 r=16.2MPa<[r] 
5-22 e=100mm 


(2) AI 一 


第 6 章 弯曲 变形 


‚ый | 
6-2 (а) шах gg (+) 
-MË 
(b) wa = SET ою 


3 
6-3 б--44, 0,=0 


3 3 
6-4 p= p= 


48ВЕГ 24EI 
= М М 
АДЕТ" “0 ЗЕТ 
6-5 ; 19Еа? ) ЗЕа? | Еа? 
w MET” “© ВЕТ "SE — ЕІ 
__2ЕЁР 
6-6 = op 
š 4 
Е ҹа? „n = 184а* 
6-7 бл=авЕр “= IEI 
== _ 5401 
6-8 ñ =—0s=—492F] 
дах = — ФЇ 
Wom 120ЕТ 
6-9 Ms 一 2MA 
= = q 
6-0 а=, ча“ БІ 
_ БЕР _ ЗЕР 
6-11 (а) 1b| wx 一 16E7， 115: БЕТ 
_ БЕР _ ЗЕР 
Ф) 101. ТОЗЕТ 1915 = ЖЕП 
3 
О = 


7-2 


7-3 


а» ao 

же" 

а» w=- EE GP байда), дара 
(d) wa HEP „= 


тев =8.21mm 
Al=2.28mm,A=7. 39mm 
16а ШК 
4:>30. 9mm 
No. 18 工 字 钢 
9Е* 
20484 EI 
— 19а? 
1152ЕІ 


A= 
Š 
(1) х--0.1521; (2) z=} 


6 


— 135qa 
24EI 


在 梁 的 自由 端 加 集中 力 F=6AEI( 向 上 ), 集 中 力 偶 M. 二 6ALET( 顺 时 针 )。 


w= Fal Pa с 
° BEF СІ, ЗЕ 


we 


、_9M。 ы Ты | 
(a) Fs= -6a CM); (b) Fe=—+F (A); 
2 
(© Fe=8a CAD; Ф Ес=да ,MA 一 Ma 一 人 
135 
受 — 135 
梁 CD ЛЕ, 167 
max = 109. 1МРа.овс = 31. 0MPa тос =8. 03mm 
Fs=85. 1N 


第 7 章 应 力 状 态 和 强度 理论 


(а) в. =40. ОМРа,т, =10. ОМРа 

(b) в. =— 38. 2МРа, т, =0MPa 

(с) o, =0. 49МРа, т, = —20. 5МРа 

(а) o, =57МРа, о; ТМРа.ау 19%20”.г...--32МРа 

(b) o 一 52.4MPa,o 一 7. 64MPa sa = — 31°42’ ,г„=26.2МРа 
(c) о =25МРа,оз 25МРа, о 45° ,rux 一 25MPa 


7-4 


7-5 


习题 答案 


(d) a, =11. 2MPa,o; = —71. 2МРа, а = — 38° ,ro 一 41.2MPa 
(е) o, =4. 7МРа, о; = — 84. 7МРа, и = — 13217” ,rw 一 44.7MPa 
(Í) о =37MPa,o; 27МРа, а =19°20’ ,ru 一 32MPa 

(а) o =94. 7MPa,o, =50МРа,оз =5. 3MPa,r,,, =44. 7MPa 
(b) в, 一 80MPa,o =50МРа›о; 20MPa,r,,, =50MPa 

(с) o =50MPa,o; 50MPa,o;s = —80MPa,r,,, =65MPa 

1 点 : о 02 =0,o; = —120MPa 

2 点 : om 一 36MPa,o 一 0,o = —36MPa 

: 01=70.3MPa,o,=0,0;=—10.3MPa 

4 点 : в. =120МРа, д, =o; =0 

(1) в, =2. 13МРа, t, =24. ЗМРа 

(2) o =84. 9МРа,оз = —5МРа, в = — 13236” 

o, =141МРа, д, =31МРа, с; =0, и =29°42’; a=75° 


о =p =p, =30° 
и=0. 27 
下 一 13. 4kN 


е 10 2а =. =0 


„З ха? Еєз- 
24(1+p) 
М.=58. 5КМ * m 


М. = 


-42ЕҒа-ш 
Мәз Б 


o, =105. 5MPa,o, =51. ?МРа.т,,----11. 5МРа 

Emax = 750 107° Emin = — 550X 107° sao =11. 3° 

(1) om =o; = —2. 2МРа,оз = —10МРа 

(2) om =o; = —0.61МРа.о; = —10MPa 

es =380X 107° „e, =250X 107° , Yy = 650 107% „єз =66. 0X 107° 


(а) ов=о; (b) a = 20, 


1-и 
(а) оз =154МРа, о =142. 8МРа 
(b) a =30МРа, в. =26. 5МРа 
сз =43. ЗМРа< [е] 
ом =58МРа< о, ] 
ба--183МРа 
Е--2ЕМ,М,--2М“ т.б, =31. 2МРа< [е] 
са =258. 2МРа> [о] ЖЖ 


8-1 


8-2 
8-3 
8-4 
8-5 
8-6 
8-7 
8-8 
8-9 
8-10 
8-11 
8-13 
8-14 
8-15 


8-16 
8-17 
8-18 
8-19 
8-20 
8-21 
8-22 
8-23 
8-24 
8-25 
8-26 
8-27 


9-1 


材料 力学 


= Шақ l 
Omax = 12МРа, 1 198 


(1) һ--26-271. 2пип; (2) 4->52. 4mm 
бола = 6. 75МРа,д. ших = —6. 99МРа 


No. 16 

amx 一 140MPa 

omax 二 121MPa, 超 过 许 用 应 力 0. 75% , 故 仍 可 使 用 。 
18а Н 


aumx 一 26. 9МРа<<[в,], ос = 32. ЗМРа<[0о.],24, 
F, =237. 5КМ,Е, =302. 5kN 
Е<1. 28КМ, F<0. 925kN 
[F]=4.85kN 
e=1.786mm,F=18. 38kN 
F=174. 5kN; ос. =56. 6МРа<[о] ,安全 。 
(а) 核心 边界 为 一 正方 形 ,其 对 角 顶 点 在 两 对 称 轴 上 ,其 相对 两 顶点 间距 离 
为 364mm; 
(b) 核心 边界 为 一 平行 四 边 形 ,四 个 顶点 均 在 两 对 称 轴 上 ,两 顶点 间 的 距离 是 一 个 为 
41. 6mm, 另 一 个 为 83. 4mm; 
(c) 核心 边界 为 一 扇形 ; 
(d) 核心 边界 为 一 八 边 形 , 其 中 有 四 个 顶点 在 与 截面 各 边 平行 的 两 对 称 轴 上 ,相对 的 
两 顶点 间距 离 为 12.9>x 10 m, 
0=2. 65mm 
oa =77. 8MPa<[o], Z , 
а2112тт 
Е= 7883 
а24бтт 
сц = 54. АМРа< [0], 24, 
а2249. 3mm 
вз =98. 1МРа< [0], 24, 
са =107. 4MPa<[c] ,安全 。 
св =121. 4MPa 二 [oj], 安全 。 
ба--144МРа>(614Н48341012.85% , 仍 可 使 用 。 
o 王 112. 2MPa 一 [c] ,安全 。 


Fl 
У.=0. 957 FA 


9-2 


9-3 


9-4 


9-5 


9-6 


9-7 


9-9 


9-10 


习题 答案 


9. 6M21 

хСа} 

Va : Va=1 : 2500 

кР | FML МИ 


V,= 


= = 
У. БЕТА ЕГЕТ" ЭЛ Ж. 
FP _ 7 
(а) У, обет? (b) У.=15360Е]? 
Зав. СЕР ЗЕЧ 
У.Е ФУ. -І ЕТ АЕА 


У,-60.АМ“ mm 


1 
wa = 去 | Юг" (х— 3dr 


НЕ А 端 0.5597 处 。 
_ М.Р -Mt 
(а) жд = та +а) (v), wc = ET (у), = 
Dwa 190 {фуу ъ= Сі», бу= 792 ИНӘ 
^ 384EI © 192ЕТ ” 上 48ЕТ 
2M,Ë 
Wmr O A= ШІЛІГІ) 
«Ф д0 (фо, ше 9 СЫ, ба Ой) 
4 128ЕТ > “с 192EI 4 48EI 


(е) ча--2.23Х107%а (4), uc 一 1.34X10-2m (q), 
0a = 5. 512х107 гаас њр) 
Дл =0. 0168m 


(а) Дь = а (е), Аъ= -Fe (1) 


(b) Ac= Ша» о», a= F Сс” 

(As 52а (А), A Ва 

ба) „=ЕЁ C 

(b Ac 一 下 六 (=) 

(с) A= РЕ сә, 4,- ЕЕ (28--9л) (р, 
„= ER Gxt3)( 顺 时 针 ) 

(a) ho, = (4), ды = Ба С), ва" сн 


(b) 节点 B: ЖЖ НЕВЕ; 
节点 С. 向 右 、 向 上 。 


379 


73807 材料 力学 


пай 


ое “ап © 
在 平行 于 纸 平面 的 平面 内 ， < + Bit) 
在 垂直 于 纸 平面 的 平面 内 ,bc = 45 (—) 
9-15 (а) wa =E с» Ег OBIBHID 
а» w =M (14)， = МОЯ 
OLA = 2 сі». 9-2 Ой 
(d) wa= ы Ch; 0, = 3 OBL) 
9-16 (а) „ЗЕ ($), б,= ЗЕЕ Gamp 
D) w= ае ($), a= Ea ОЙ) 
Со m= EE Сі, a= sarob 
9-17 w A= Т (©, n= T, EL Ой) 
м-в] (>), = (+ 1) внер 
9-18 w= = Fe (+ P) о» 
9-19 (а) Д, = ИМ. (>). 4,-о. 0, = SME ЫН» 
(b) A =E (>), A= Бела (4), O= 其 (省 时 外) 
(с) A= РЕР (>), A= оқы ($), бв= И 
(d) д. = тт (>), А„=0, O= rEg OHF) GAO 
9-20 An = В Fa вы 
9-21 A, =FR [EP г. сө 
9-22 д, Еа ЗВа (+ 
9-23 Дь,=22.9тт ($) 
9-24 Еһ = 2 р F, выр 


2 


9-25 


9-26 


9-27 


9-28 


10-1 
10-2 
10-3 


10-4 
10-6 


10-7 
10-8 


10-9 


10-10 
10-11 
10-12 
10-13 
10-14 
10-15 


10-16 
10-17 


10-18 


11-1 


习题 答案 


1 


ЕН Қ Mioa 2:4 Fze(li—e’:) 
M, z Fip [Eeh q É) k ] 
wp=0.0199mm (А) 

3F 
(а) Fx=s> СА) 
(Ы) Еь=94® (>), Е,-34 (-) 
8 8 
( Fe=F (=), Еъ= {Р (q 
(d) Fe =2.32ЕМ (>), Fw 一 12.5kN (Å) 
(a) Жі; (个 ) 


(b) Ёв= ТЕ (+) 


第 10 章 压 杆 稳定 
图 (b) 所 示 杆 Fe 最 小 ,图 Ca) 所 示 杆 Fs 最 大 。 


Fa =345kN 
695kN 
2 2 р 
в, F=ČEL 
a 2a 


(1) А--92,3; (2) 4=65.8; (3) А=73.7 
[F]=186kN 
(1) Qa =119kN 
(2) n=1,.735<n £, 
(1) п=2. >na ВЕ; 
(2) 10 或 12.6 工 字 钢 。 
n=2.112>n,, co 王 113MPa 一 [c] 
Е,--92.1КМ. cu 一 52. 3MPa， в=45. 3MPa 
[F]=15.5kN 
a=16.8cm 
66. “С 
(1) Fu 一 16. 8kN 
(2) Fms =50. 4kN 
ГЕ] =180. 3kN 
CD Ж: n=4>ns; 
АВЖ: n=1.7>na EÈ. 
n=2.3<n ,不 安全 。 
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钢 索 : о. =41. 7MPa<[o]; 


381 


11-10 


11-11 


11-12 


11-13 


11-14 


11-15 


12-1 
12-2 
12-3 
12-4 
12-5 
12-6 
12-7 
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А, дах =35МРа<[о], RE. 

0а=256МРа; Д.=5. 81mm 

ЗЕ. До. =15. 6МРа 

吊 索 : До=2. 55МРа 

Tmax = 10МРа 

бах = 107МРа 

СОЯ: сњ = 2. 27MPa< [0], Z; 

АВА: дак = 68. 2МРа< [о], KE. 

(1) 0.07МРа; (2) 15.43МРа; (3) 3. 73МРа 


бах = 152. 9МРа; Wama =2.54mm 


408,40 = j ‚ 2Н 
As 243ЕГ Ї 9? 天 一 1 十 [14 E 
dim = RK a, Am =R “Жа 


有 弹簧 时 : H=384mm 
无 弹簧 时 : H=9. 56mm 


(а) _ Ра |ЗЕТа? 
а? бы ур Pag 
= Pa v? 
а» Gamax — W (2-ға) 
В ЗЕТ 
21 3EIh \Qa 
oma (1+ 1+ ЕЕ | 多 
384EIH 
қ-а 
д l 
о. Ка, о. Ка 


гш 80.7MPa, oamx =142. 5МРа 
_ ЕТО: 
Mamax 28ga 
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r=— 0. 231 , 0. =— 70. 7МРа, в. =113. 1МРа 
Omax = — Omin = 75 МРа, "= — 1 

Ё,=1.55,Ё.=1. 26,=,0. 77 =, =0. 81 
REMA- ]=34МРа Со, ]=36МРа 
n, =2. 17 

n, =3. 25>п 

r=1,[M]=442N * т 

r=5,[M]=645N*m 


12-8 
12-9 


12-10 


A-6 


疲劳 强度 n, = 5. 06>n, KE; 屈服 强度 n. = 7. 372 п, KE. 


Кы, =88. ЗЕМ 
п, =1. 88 


MRA 截面 的 几何 性 质 


(а) 5,-0.3264%; (b) S, =° (+3), 


2 — ph? 2 
(© s, = ВОИ 


(а) ус =0,=<=— 25. 3mm; 
(b) ус =0, ес =123. 6mm( 距 离 下 边 ); 
(с) yc=0.87mm,zc=115.7mm 


bh? __?аһ? 
(а) I,= 12} (b) I,= 15 
1, =0. 006864“ 
bh? hb? bh? 
(a) I, 3 -1. 3 slys 1 
БЕСКЕ 
(b) 1,-1,- 16 „= 8 


La 
D 16/3 =29.4% 


4 4 4 
(2) ( zh ШЕСІ 


18 64х16 
4 
=% 
Һ-% 
bh? 
L= T 


(а) xc 一 2. 85r, I, =10. 38r* 
(b) ze=103mm,1,_=3. 91 Х 10 ° тї 
(c) zc 一 15. Аст, Lyo = 5837ст* 
1, = 188. 9a* , I, = 190. 4a‘ 
а=111тт 
1,. = 4.98 X 10% тт“ 


=а + Ша 

F; тізі =z! 

(a) ao 一 22. 网 一 49. Зет“ =4. 02ст“ 
(b) ао = —13. 571, 一 76. Іст“ „І. =19. 9ст* 


ау =26°28' , Imax =7. 04 X 10° cm! , Imin =5. 39 Х 10°ст* 


-0 


ж 


习题 答案 


索 


( 按 汉语 拼音 
A 
安全 因数 safety factor 2.5 ў 
B 
板 , 板 件 plate 1.5 节 
闭口 薄 壁 杆 thin-walled bar having closed cross 
section 3.7 节 


比例 极限 proportional limit 2.4 节 

边界 条 件 boundary conditions 6.3 节 

变 截面 粱 Ьеатѕ of variable cross section 5.4 节 

变形 deformation 1.1 节 

变形 协调 方程 ”compatibility equation of deformation 
2.8 节 

泊 松 比 Poisson's ratio 2.6 节 


€ 


材料 力学 “mechanics of materials 1.1 17 
残余 应 变 residual strain 2.4 节 

长 度 因数 ”factor of length 10.3 节 
каш. 10.4% 
超 静 定 次 数 degree of statically indeterminacy 
2.8 节 

statically indeterminate problem 


2.8 节 


initial stress 


slenderness ratio 


超 静 定 问题 


初 应 力 2.8 节 

纯 前 切 риге shear 3.3 节 

纯 弯 曲 pure bending 5.1 节 
脆性 材料 ”brittle materials 2.4 节 


D 


大 和 柔 度 杆 long columns 10.4 节 

单 向 受 力 假设 uniaxial stress assumption 5.1 37 
等 强度 梁 ”beams of constant strength 5.4 节 
全 加 法 
ЕЗДЕРІ 


superposition method 4.5 37 
superposition principle 4,537 


引 


字母 顺序 ) 


动 载荷 dynamic load 11.1 节 
断面 收缩 率 percentage reduction of area 
ажиж 2.8% 


2.4% 


redundant гезїгаїпї 
E 


二 向 应 力 状态 1.1% 


state of biaxial stress 
F 


分 布 载荷 distributed load 4.2 


复杂 应 力 状态 7.13) 


state of complex stress 
G 


杆 , 杆 件 bar 
刚度 1.19 
刚 架 frame 4.6% 
各 向 同性 材料 
工作 应 力 working stress 
构件 member 1.1 
惯性 半径 radius of gyration of an area A.2 节 
惯性 积 product of inertia A.2 节 

REESE second axial moment of area A. 2 1 
广义 胡 克 定律 generalized Hook’s law 7.6 8 


1.5 


stiffness 


1.2 节 


isotropic material 


2.5% 


н 


横向 变形 
胡 克 定律 Hooke’s law 2.4 节 
HER 2.4 节 


lateral deformation 2. 6 17 


slip-lines 
J 


畸变 能 密度 理论 distortion energy density theory 
7.8 节 
second polar moment of area A.2 节 
2.5 节 
4.2 节 
2.10 节 


2424232 
极限 应 力 
集中 力 
挤 压 应 力 bearing stress 
BJ shear force 2.10 节 


ultimate stress 


concentrated force 


前 力 方程 equation of shear force 4.4 节 

前 力图 shear force diagram 4.4 节 

剪 切 胡 克 定律 ”Hooke’s law in shear 3.3 节 

前 切面 shear surface 2.10 节 

交 变 应 力 alternating stress 12.1 节 

截面 法 method of sections 1.3 节 

截面 几何 性 质 ”geometric properties of an area 
A.1 节 

截面 核心 core of section 8.4 节 

静 定 问题 statically determinate problem 2.8 17 

ЖЫН static moment А.1 37 


K 


开口 薄 壁 杆 thin-walled bar having open cross 
section 3.7 节 

抗 扭 截面 系数 section modulus in torsion 3.4 节 
抗 弯 截面 系数 ”section modulus in bending 5.14 
抗 拉 ( 压 ) 刚 度 axial rigidity 2.6 节 

抗 扭 刚度 torsion rigidity 3.5 节 

抗 弯 刚度 flexural rigidity 5.1 节 


L 


拉 ( 压 ) 弯 组 合 变 形 bending with axially loading 
8.31 

力学 性 能 ”mechanical properties 2. 4 1 

连续 条 件 continuity conditions 6.3 17 

ЎА beams 1.5 节 

临界 力 critical force 10.1 节 

临界 应 力 


critical stress 10.4 节 
M 


名 义 屈服 极限 offset yielding stress 2.4 节 
莫 尔 强度 理论 ”Mohr theory of failure 7.8 节 


N 


ЖЕНЕ deflection 6.1% 

挠 曲线 deflection curve 6.1 节 

挠 曲线 方程 equation of deflection curve 6.1 39 
挠 曲线 近似 微分 方程 
equation of the deflection curve 6.2 节 
内 力 internal forces 1.3 节 

扭矩 torsional moment 3.2 节 

нж 


approximately differential 


torque diagram 3.2 节 


索引 


扭转 torsion 1.5 节 


扭转 角 angle of twist 3.4 节 


о 
欧 拉 公式 Euler’s formula 10,231 
р: 


8 ессепігіс tension 8.4 节 
偏心 压缩 eccentric compression 8. 4 7 
平面 应 变 状 态 
平面 应 力 状 态 state of plane stress 7.1 节 
平面 假设 plane cross-section assumption 2.2 节 
平面 弯曲 plane bending 4.1 节 
平行 移 轴 定理 parallel-axis theorem A.3 节 


Q 


强度 strength 1.1 节 

强度 极限 ultimate strength 2.4 节 
强度 理论 theory of strength 7.8 节 
IRER IF strength criterion 2.5 节 
Ж shell 1.5 1 

切 变 模 量 shear modulus 3.34 
切 应 变 
切 应 力 shear stress 1.3 节 
切 应 力 互 等 定理 


state of plane strain 7.5 17 


shear strain 1.4 节 


theorem of conjugate shearing 
stress 3.3 节 

ЖИН yield 2.4 节 

届 服 极限 yield limit 2.4 节 


S 
三 向 应 力 状态 state of triaxial stress 7.14 
KÉ buckling 10.1% 
1 Ж specific elongation 2.44 


圣 维 南 原理 St. Venant’s principle 2.2 
缩 颈 necking 2.44 


F 


弹性 变形 elastic deformation 2.44 

弹性 极限 elastic limit 2.48 

弹性 模 量 modulus of elasticity 2.4 

体积 改变 能 密度 density of energy of volume 
change 7.74 


材料 力学 


w 


AE bending moment 4.3 37 

弯 矩 方程 equation of bending moment 4.4 节 
ЖІП bending moment diagram 4.4 节 

弯曲 bending 1.5 节 

弯曲 正 应 力 bending stress 5.1 节 

弯曲 切 应 力 
稳定 安全 因数 safety factor for stability 10.5 节 
稳定 性 ”stability 10.1 节 

温度 应 力 thermal stress 2.8 节 


shearing stress in bending 5.2 节 


x 


相当 长 度 equivalent length 10.3 39 
相当 系统 equivalent system 6.5 17 
相当 应 力 equivalent stress 7.8 1 
小 柔 度 杆 short columns 10.4 节 
形 心 轴 centroidal axis A.2 节 

形 心 主 惯性 矩 — principal centroidal moments of 
inertia A.4 节 

形 心 主 惯性 轴 principal centroidal axes А. 4 4 
许 用 应 力 allowable stress 2.5 节 

许可 载荷 allowable load 2.5 节 


У 


应 变 能 
应 变 能 密度 strain energy density 7.7 节 
应 变 状态 ”state of strain 7.5 节 

应 力 stress 1.3 节 

应 力 状 态 


strain energy 2.7 节 


state of stress 7.1 节 


应 力 集中 stress concentration 2.9 节 

应 力 集中 因数 ”stress concentration factor 2.9 节 
应 力 -应 变 图 
应 力 圆 ”Mohrys circle for stresses 7.3 节 


stress-strain diagram 2.4 1 


УА 


正 应 变 
正 应 力 
中 柔 度 杆 intermediate columns 10. 4 17 
中 性 层 
中 性 轴 neutral axis 5.1 节 

ІЛ axial force 2.2 节 

轴 力 图 axial force diagram 2.2 节 
轴 向 拉 伸 axial tension 2.1 37 

轴 向 压缩 axial compression 2.1 节 
主 平面 principal planes 7.1 节 

主 应 变 principal strain 7.5 节 
主 应 力 
主轴 principal axis A.4 节 

EEE principal moment of inertia A.4 节 
转角 angle of rotation 6.1 节 

纵向 变形 
组 合 变形 combined deformation 1.5 节 

组 合 截面 composite area A.1 节 

最 大 切 应 力 理论 maximum shear stress theory 


normal strain 1.4 节 


normal stress 1.3 节 


neutral surface 5.1 节 


principal stress 7. 1 17 


longitudinal strain 2.6 1 


7.81 

最 大 拉 应 变 理论 maximum tensile strain theory 
7.8 节 

最 大 拉 应 力 理论 maximum tensile stress theory 
7.8 节 
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